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ВВЕДЕНИЕ 

 

 В учебное пособие «Математика. Интегральное исчисление функций 

одной переменной. Числовые ряды. Дифференциальные уравнения» (часть 

вторая, издание второе, переработанное) включены   понятия неопределенного и 

определенного интеграла, их свойства и некоторые приложения определенного 

интеграла (вычисление площадей плоских фигур; несобственные интегралы); 

числового ряда и дифференциальных уравнений. 

В разделе «Числовые ряды» рассмотрены положительные числовые ряды и их 

достаточные признаки сходимости; а также признак Лейбница сходимости 

знакочередующихся рядов. Естественным образом включены свойства сходящихся 

числовых рядов, основные теоремы и следствия из них. 

В раздел «Дифференциальные уравнения» вошли дифференциальные 

уравнения 1-го порядка и их типы, разрешаемые в квадратурах; 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами: линейные однородные и неоднородные, а также 

уравнения, допускающие понижение порядка и их системы. Рассмотрены задачи 

прикладного характера, приводящие к понятию дифференциальных уравнений. 

К каждой изученной теме предлагаются задания для аудиторной работы 

студентов, а также контрольные задания, состоящие из 30 вариантов для 

самостоятельной работы студентов, которые расположены в заключительной части 

данного пособия. 

Представленный материал пособия соответствует содержанию действующего 

государственного образовательного стандарта и программы курса математики для 

биологических направлений бакалавриата ФГБОУ ВО «Иркутский государственный 

аграрный университет им. А.А. Ежевского». 
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Раздел I. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ 

 

1.1 Понятие первообразной и неопределенного интеграла 

 

Определение 1. Функция )(xF  называется первообразной для функции  

)(xfу   на интервале 
f

DХ  , если для каждой точки из этого интервала 

выполняется равенство: 

                                                             )()( xfxF  .                                                       (1) 

 Например, функция sinxxF )(  является первообразной для cosxxf )(  на 

промежутке 
f

D Х  );( , так как при любом );(   х

)()()( xfcosxsinxxF  , т.е. выполняется равенство (1).  

Однако, функции 1 sinxxF )( , 50,)(  sinxxF , 100 sinxxF )(  и т.д., 

отличающиеся друг от друга только произвольной постоянной, также являются 

первообразными для данной функции cosxxf )(  (в этом легко убедиться по 

определению 1. Тогда встает вопрос: можно ли все первообразные  )(xF  для 

данной функции )(xf  выразить одной формулой? Ответ на этот вопрос дает 

следующее определение. 

Определение 2. Совокупность всех первообразных CxF )(  функции 

)(xfу  на промежутке 
f

DХ   называется неопределенным интегралом от 

данной функции и обозначается: dxxf )( , т.е. 

                                                         
CxFdxxf  )()( ,                                              (2) 

где знак   называется знаком неопределенного интеграла; )(xf  – подынтегральной 

функцией; dxxf )(  – подынтегральным выражением; х – переменной 

интегрирования функцией; )(xF  – одна из первообразных функции )(xf ,  

constС  . 

Таким образом, по определению 2 из рассмотренного выше примера следует, 

что Csinxdxcosx  , где С  принимает любое числовое значение. 
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1.2 Основные свойства неопределенного интеграла 

 

1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, 

т.е.  

)())(( xfdxxf  .   

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному 

выражению, т.е. 

dxxfdxxfd )())((  . 

3. В неопределенном интеграле постоянный множитель можно выносить за 

знак интеграла, т.е. если constk  , то 

dxxfkdxxfk   )()( .                                         

 4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы нескольких функций 

равен алгебраической сумме неопределенных интегралов от каждой функции, т.е. 

  dxxgdxxfdxхgxf   )()()()( .      

 5. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен 

сумме этой функции и произвольной постоянной С, т.е. 

  Cxfxf d  )()( .           

 

 Правило интегрирования: если )(xF  – первообразная для функции )(xf , то 

)( ваxF
а


1

 является первообразной для функции )( ваxf  , где  

а

1
 называется компенсирующим множителем( 0,,  a constва ). 

  Для справок приведем таблицу интегралов, в которой в левом столбце 

даны интегралы от простых функций, в правом – для сложных. 
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Таблица   интегралов 

 

Простая функция Сложная функция 

1. Cxdx  ; Ctdt  ; 1. Cudu  ; Cvdv  . 

2. Сdх 0 . 2. Сdu 0 . 

3. C
n

x
dxх

n
n 






1

1

, Rn , 1n .     3. C
n

u
dxu

n
n 






1

1

, Rn , 1n .     

3 а) C
x

dxх
3/2


3

2
. 3а) C

u
duu

3/2


3

2
. 

3 б) Cх
х

dx
 2 . 3б) Cu

u

du
 2 . 

3 в) C
xnх

dx
nn




 1)1(

1
, 1n . 3в) C

unu

du
nn




 1)1(

1
, 1n . 

3 г) C

n

m

x
dxх

n

m

n m 







1

1

, 1
n

m
. 3г) C

n

m

u
duu

n

m

n m 







1

1

, 1
n

m
. 

4. Cваxln
авах

dx





1
. 4. Cваuln

аваu

du





1
. 

4 а) Cxln
х

dx
 . 4а). Culn

u

du
 . 

5. Cеdxе хх  . 5. Cеduе uu  . 

6. C
lna

а
dxа

х
х  , 

constа а а  ,, 10 .   

6. C
lnа

а
duа

u
u  ,  

constа а а  ,, 10 .   

7. Ccosxsinxdx  .                        7. Ccosusinudu  .                        

8. Csinxcosxdx  . 8. Csinucosudu  . 

9. Ccosxlntgxdx  . 9. Ccosulntgudu  . 
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10. Csinxlnctgxdx  . 10. Csinulnctgudu  . 

11. Ctgx
xcos

dx
 2

.                              11. Ctgu
ucos

du
 2

.                              

12. Cctgx
xsin

dx
 2

. 12. Cctgu
usin

du
 2

. 

13 . C
x

x
ln

х

dx










1

1

2

1

12
.    

 

13 . C
u

u
ln

u

du










1

1

2

1

12
.    

14. 















Carcctgх

Carctgх

х

dx

12
. 14. 
















Carcctgu

Carctgu

u

du

12
. 

15. 












 Carccosх

Carcsinх

x

dx

2
1

. 15. 












 Carccosu

Carcsinu

u

du

2
1

 

16. Cxxln

х

dx



 1

1

2

2
.                                     16. Cuuln

u

du



 1

1

2

2
 

17 . C
ax

ax
ln

аах

dx










2

1
22

, 

.constа  

17. C
au

au
ln

ааu

du










2

1
22

,     

.constа  

18. 



















C

a

x
arcctg

а

C
a

x
arctg

а

ах

dx

1

1

22
. 18 . 



















C

a

u
arcctg

а

C
a

u
arctg

а

аu

du

1

1

22
, 

 

19. 




















C
a

x
arccos

C
a

x
arcsin

xa

dx

22
. 19. 




















C
a

u
arccos

C
a

u
arcsin

ua

du

22
. 

20. Cmxxln
mх

dx





2

2
,  

.constm   

20. Cтuuln
тu

du





2

2
. 
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1.3 Методы интегрирования в неопределенном интеграле 

1.3.1 Непосредственное интегрирование 

 

Интегрирование, основанное на применении таблицы основных интегралов, 

свойств неопределенного интеграла, а также простейших тождественных 

преобразований подынтегральной функции, принято называть непосредственным 

интегрированием. 

Пример 1. Найти интеграл: а) dx
х

хх













 2

3 6
4 ; б) 

425
2



х

dx
;  

в) dxe
xcosх

x




























8
7

6

22 )76(

5

916

1
. 

 

 Решение: а) Вводя дробные и отрицательные показатели и применяя формулы 

интегрирования для степенной функции (3), 3а, 3в соответственно, а также свойства 

3 и 4 неопределенного интеграла, получим: 

  
















dx
х

dxхdxхdx
х

хх
2

3
2

3 64
6

4  

.
6

3

26

3

2

4

4
64

2/3
4

2/34
23 С

х

х
хС

х

хх
dxхdxхdxх      

б)  Преобразуем выражение в знаменателе, применим формулу (17) и введенное 

выше правило интегрирования: 

C
x

x
lnC

x

x
ln

х

dx

х

dx





















25

25

20

1

25

25

5

1

22

1

2)5(425
222

, 

где 
5

1
 – компенсирующий множитель.  

в) Применив к слагаемым подынтегральной функции формулы (19), (11) и (5) 

соответственно для сложных функций, получим: 
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
































dx
xcos

dx
х

dxe
xcosх

x

)76(

5

916

1

)76(

5

916

1

22

8
7

6

22
 

 


dxe
x 8

7

6

.)( Cextg
x

arcsin
x


 8

7

6

6

7
76

6

5

4

3

3

1
 

 

Задание № 1. Найти самостоятельно следующие интегралы. 

1. dxх5
 . 

2. dxхх















4 54 3
3 . 

3. dxхtg )( 36  . 

4. 

dxsinxe
x










 
 734

2
 

5. 

.
)(

dx
xsinх























13

5

436

3

22

 

6. dx
xх 






















76

5

8125

5

2
. 

7. 

dxх
x










 
 328

63
. 

8. dx
х

х
х













 




97

3
7

255
. 9. dx

x 573

3

)( 
 . 

10. dx
х

х
3

2
23 

 . 11. dx
xх 




















 32

72

4

259

3

)(
 

12. 

.dx
xх 






















54

4

364

2

2

 

1.3.2 Метод подстановки (или замены переменной)  

в неопределенном интеграле 

 

Если данный интеграл dxxf )(  не является табличным и не может быть 

найден методом непосредственного интегрирования, то введение новой переменной 

интегрирования позволяет свести данный интеграл к табличному. 

Положим )(tx  , где )(t  непрерывная и дифференцируемая функция на 

некотором промежутке. Если на указанном промежутке изменения переменной х 

функция )(xf  интегрируема, то имеет место формула замены переменной в 

неопределенном интеграле: 

                                                   dtttfdxxf   )()()(  .                                            (3) 
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 После того, как интеграл найден с помощью подстановки )(tx  , следует 

вернуться к «старой» переменой х. 

 Иногда вместо указанной замены переменной применяют подстановку 

)(xt  .    

Нахождение интегралов методом подстановки значительно упрощается, если 

пользоваться следующими правилами: 

 

 Правило 1. Если под знаком интеграла стоит дробь, числитель которой равен  

производной знаменателя, отличающейся с точностью, хотя бы, до постоянного 

множителя, то за t обозначают знаменатель, т.е. 

Cхfln
dtdxxf

tхf   

хf

dxхf
















 )(

)(

)(

)(

)(
. 

 

 Правило 2. Если под знаком интеграла стоит дробь, в знаменателе которой – 

функция )(xf n
, а в числителе – производная основания степени )(xf  , 

отличающаяся с точностью, хотя бы, до постоянного множителя, то за t обозначают 

функцию )(xf , т.е. 

 

   
C

хfndtdxхf

tхf   

хf

dxхf
nn























 1)()1(

1

)(

)(

)(

)(
, Rn , 1n . 

 

 Правило 3.Если под знаком интеграла стоит функция )(xf n
, умноженная на 

производную от основания степени, т.е. на )(xf  , отличающаяся с точностью, хотя 

бы, до постоянного множителя, то за t обозначают функцию )(xf , т.е. 

 

   
C

n

хf

dtdxxf

txf   
dxхfхf

n
n





















1

1
)(

)(

)(
)()( , Rn , 1n . 

 

 Правило 4.Если под знаком интеграла стоит показательная функция 
)(xfа , 

умноженная на производную от показателя степени, т.е. на )(xf  , отличающаяся с 

точностью, хотя бы до постоянного множителя, то за t обозначают функцию )(xf , 

т.е. 

C
lna

a

dtdxxf

txf    
dxхfа

xf
xf 














)(
)(

)(

)(
)( . 

 

 Частным случаем данного интеграла является интеграл вида 

dxхfе
xf

)(
)(  .  
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Cе
dtdxxf

txf    
dxхfе

xfxf















)()(

)(

)(
)( . 

 

 Правило 5. Если под знаком интеграла стоит дробь, в знаменателе которой 

квадратный корень из функции )(xf , а в числителе – производная )(xf  , 

отличающаяся с точностью хотя бы до постоянного множителя, то за t обозначают 

функцию )(xf , т.е. 

 

Cxf
dtdxxf

txf   

хf

dxхf
















 )(

)(

)(

)(

)(
2 . 

 

Пример 2. Найти неопределенный интеграл методом подстановки:  

а) 
15х

dx
;   б) хdxех

 12
;   в)  

хcos

dx
xtg

2
12

2

3
 ;   г) dxх 5 74 . 

 

Решение: 
а) I способ: применим правило 1. 

CxlnCtln
t

dt

t

dt

dt
dx

dtdx

tх

х

dx









































15
5

1

5

1

5

1

5

5

5

15

15
. 

II способ: применим табличную формулу (4) для простой функции.  

Cxln
х

dx



 15

5

1

15
. 

б)   CеCеdtе

dt
xdx

dtxdx

tх

правилохdxе хttх 































 


12

2

12

2

2

1

4 . 

в) Здесь применим правило 3, где 3n . Тогда  

 

 
хcos

dx
xtg

2
12

2

3  С
xtg

C
tdt

tdt

xcos

dx

txtg





























8

)12(

42

1

2
22

12 44
3

2

. 
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г) Аналогично, применим правило 3, где 74  xxf )( ; 
5

1
n . 









 




































 C

t
dtt

dt
dx

dtdx

tх

dxхdxх 1/51/5

24

5

4

1

4

4

74

7474
5/6

5  

 
С

х
6/5





24

745
. 

Задание № 2. Найти самостоятельно следующие интегралы: 

1. cosxdxеsinx  . 
2. 

1
3

2




х

dxх
. 

3. 

)( lnxх

dx




1
. 

4. 

)( xlnх

dx

2
1

 . 5. dxхе хx )( 2342


 . 6. dxxcosх )( 54 2  . 

 

7. 
2

3

41

2

x

xdxarcsin


  

8. 

)(
23 1 xarctgx

dx


 . 

9. 
3

2

3

5

x

dxх


 . 

10. 

)()( 4343 


xlnх

dx
. 11. 

xcos

sinxdx

2
9

 . 12. 

х

dx
е х

2

2  . 

  

  

 1.3.3 Метод интегрирования по частям в неопределенном интеграле 

 

Пусть функции )(xuu   и )(xvv   дифференцируемы по х. Известно, что  

udvvduvud  )( . Выражая отсюда udv, получим: 

vduvududv  )( . 

Проинтегрируем обе части последнего выражения: 

                                                      
vduvuudv   .                                                  (4) 

Формула (4) называется формулой интегрирования по частям в 

неопределенном интеграле. 

 Рассмотрим три типа интегралов, к которым применяется эта формула. 



14 
 

 Пусть дан интеграл dxxf )( . Если в нем функция )(xf  представляет собой 

произведение многочлена n-ой степени и одной из функций, указанных в 

квадратных скобках: 

 I тип:   






 xx

n
a e ctgx tgx  cosx sinxxРxf ;;;;;)( , где  xР

n
 – многочлен n-ой 

степени, тогда   uxР
n

 ; все остальное  обозначают за dv . 

 IIтип:  




 xlog lnx arcctgx arctgx  arccosx arcsinxxРxf

an
;;;;;)( , тогда 

многочлен обозначают за dv , т.е.   dvdxxРn  ; все остальное – за  u . 

 III тип: в интегралах    dxsinxех  ,   dxcosxех  и т.п. за u обозначают 

любую из функций, например, хе . Далее, дважды интегрируя по частям, приходят к 

исходному интегралу, и из полученного равенства, как из уравнения, выражают 

данный интеграл.  

 

Пример 3.Найти интегралы: а)   xdxsinх 213  ; б) dxxln )( 52  ;  

в) xdxarctg2 ; г) dxxlnх )()( 22 3  . 

Решение.  а) 





































vxcos     dvxdxsin

dudx             uх   
xdxsinх

2
2

1
;2

3;13
213  

Cxsinxcosxxdxcosxcosx   2
4

3
213

2

1
2

2

3
213

2

1
)()( . 

б) 










































52

2)52(

;
52

2
;)52(

52
x
хdxхlnx

vx             dvdx     

du
x

dx
    uхln

dxхln  

Схlnxхlnx
x

dxх
хlnx 




 525,2)52(
52
5)52(

)52( . 

в) 





































2

2

41
22

;
41

2
;2

2
x

хdxxarctgx

vx               dvdx     

du
x

dx
       uxarctg 

xdxarctg  

Cxlnxarctgx
x

хdxxarctgx 















 2

2
41

4

1
2

41

8

4

1
2 . 

I тип 

II тип 

II тип 
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г) 













































4

)2()2(

4

)2(
;)2(

2
;)2(

)2()2(
4

4
3

3 xlnх

v
х

     dvdxх

du
x

dx
           uxln

dxxlnх  

C
ххlnх

dxх 





 
16

2

4

22
2

4
1

44
3 )()()(

)( . 

Задание № 3: Найти самостоятельно следующие интегралы: 

 

1. dxх х3 . 2. xdxarcsin4 . 3. dxех х 12  . 

4. lnxdxх  )( 54 . 5. dxех х
2 . 6. dxxln )( 65 . 

 

7. sinxdxх  )( 43 . 8. dxxlnх )()( 1313 5  . 9. arccosxdx . 

 

10. cosxdxx  5 . 11. dxxln )( 94  . 12. dxх хе 5237  )( . 

 

1.4 Интегралы, содержащие квадратный трехчлен  

и его иррациональность в знаменателе:  

 


 свхах

dx
2

(А);   

 свхах

dx

2
(В);  





свхах

dxNМх
2

)(
(С);   





свхах

dxNМх

2

)(
(D),  

где а , в , с , М , constN  , 0а . 

Правило нахождения интегралов (А) – (D): при нахождении интегралов 

вида (А)– (D) в знаменателе выделяют полный квадрат. В результате чего, интеграл 

вида (А), в зависимости от знака дискриминанта асвD 42   квадратного 

трехчлена свхах 2 , приводят к табличному интегралу: 
















).3(,0

);18(,0

);17(,0

в то Dесли 

 то Dесли 

 то Dесли 

 

В интегралах вида (В) после выделения полного квадрата в знаменателе, в 

зависимости от знака старшего коэффициента а квадратного трехчлена, получается 

табличный интеграл (формула): 











)19(,0

)20(,0

 формула тоаесли  

 формула то аесли  
. 

II тип 
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 В интегралах вида (С): 

1) если выполняется равенство:  

                                             NМхсвхах  )( 2 ,                                         (5) 

то данный интеграл будет равен Ссвхахln 2 , где const .  

2) Если равенство (5) не выполняется, то следует преобразовать 

подынтегральную функцию. В результате данный интеграл разобъется на два 

интеграла, один из которых будет равен Ссвхахln 2 , а другой будет 

являться интегралом вида (А). 

В интегралах вида (D): 

1) если выполняется равенство (5), то исходный интеграл будет равен

Ссвхах 22 .  

2) Если равенство (5) не выполняется, то следует преобразовать 

подынтегральную функцию. В результате данный интеграл разобъется на два 

интеграла, один из которых будет равен Ссвхах 22 , а другой будет 

являться интегралом вида (В). 

Пример 4. Выделить полный квадрат в следующих выражениях: а) ;542  хх  

б) 1022  хх ; в) 25102  хх ; г)  123 2  хх ; д)  2471 хх ;  

е) 2562  хх ; ж)  342  хх ; з)  2541 хх . 

Решение. Выделение полного квадрата основывается на применении формул 

сокращенного умножения:  222 2 вавава  . 

а)   9254)422(54
222  ххххх . 

б)   91101)112(102
222  ххххх . 

в)  222 525522510  ххххх . 

г)    )(.. 369
3

1
33123 22 хх на разди   на умнхх  








  411329
3

1 2 )( хх   














  413
3

1
411329

3

1 22 ххх )( . 
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д) 






 













1

16

49

16

49

4

7
224174471 222 хххххх )(  

22

4
7

2
16

65

16

65

4

7
2 








































 хх . 

В примере 4(е – з) решить самостоятельно. 

 

 Пример 5. Найти интегралы, пользуясь разложениями квадратных трехчленов 

в примере 4: 

а) 
542 


хх

dx
; б) 

1022 


хх

dx
; в) 

25102 


хх

dx
; г) 

2475

87

хх

dxх






)(
;  

д) 
2471 хх

dx


 ; е) 

256

53
2 




хх

dxх )(
;  ж) 

2541

23

хх

dxх






)(
. 

 Решение.  

а)   С
х

х
ln

х

dx
 поD

хх

dx













1

5

6

1

3)2(
)17(036

54 222
. 

б)   C
x

arctg
х

dx
 поD

хх

dx







 








3

1

3

1

3)1(
)18(0

102 222
. 

в)   С
хх

dx
в поD

хх

dx



 







5

1

)5(
)3(0

2510 22
. 

г)   Сххххх
хх

dxх



















22

2
4752)87(475

475

)87(
. 

д)  

  .
65

78

2

1

4

7
2

16

65

)19(04

471 22
C

x
аrcsin

х

dx
 поа

хх

dx






































 
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е) 


































 dx
хх

х
хххх 

хх

dxх

256

4)62(
2
3

5362256
256

)53(
2

2

2
 

C
x

arctgххln
х

dх

хх

dxх








 








 

4

3
256

2

3

4)3(
4

256
2

)62(

2

3 2

22
. 

ж) 




































 dx

хх

х

хххх

хх

dxх

2

2

2 541

5

4
)410(

10

3

23410541

541

)23(
 










22 5415

4

541

)410(

10

3

хх

dx

хх

dxх
 

 

Сххlnхх  1)25(25
25

54
541

5

3 22
.  

 

Задание № 4. Найти самостоятельно следующие интегралы: 

1. 
522 


хх

dx
. 2. 

144 2 


хх

dx
. 3. 

232 


хх

dx
. 4. 

56

52
2 




хх

dxх )(
. 

 

5. 
3

1
2 




хх

dxх )(
. 6. 

253

94
2 




хх

dxх )(
 7. 

 34 2 хх

dx
. 8. 

 хх

dx

32
. 

 

9. 
 253 хх

dx
. 10. 





245

57

хх

dxх )(
 11. 





14

34

2 хх

dxх )(
 12. .

221

)45(






хх

dxх
 

 

Контрольные вопросы 

1. Что называется первообразной функцией? 

2. Что называется неопределенным интегралом? 

3. Перечислите основные свойства неопределенного интеграла. 

4. Каков геометрический смысл неопределенного интеграла? 

5. Что называется компенсирующим множителем? 

6. Что понимают под непосредственным интегрированием? 

7. В чем состоит метод подстановки в неопределенном интеграле? Записать ее 

формулу. 
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8. Записать формулу интегрирования по частям в неопределенном интеграле. 

9. Как вычисляются интегралы видов (А), (В), (С), (D)? 

 

1.5 Определенный интеграл 

 Задача, приводящая к понятию определенного интеграла.  

 Задача о площади криволинейной трапеции  

 

Определение 3. Криволинейной трапецией называется плоская фигура, 

ограниченная кривой  xfу  , слева прямой ах  , справа прямой  вх   и снизу – 

осью Ох  (рис. 1). 

                                          у   

 

                                                                 )(хfу                  С 

                                                   В 

 

 

 

 

                                            0     А                                         D            х 

                                                ах                                     вх   
 

Рис.1 ABCD – криволинейная трапеция  

 

 Для определенности положим, что функция  xfy   определена и 

положительна на отрезке  ва  ; . Пусть требуется вычислить площадь S указанной 

трапеции. Проделаем следующие операции: 

 1) Разобьем отрезок  ва  ;  на n произвольных частей точками 

вxxxax
nn-
 , x, ... ,,,  x,

13210
 (рис.2). 

 2) В точках деления проведем прямые, параллельные оси Оу до пересечения с 

кривой. В результате трапеция разобьется на n частей (полос), каждая из которых – 

криволинейная трапеция; 

 3) Найдем длину каждого такого отрезка:  
011

xxx  , 
122

xxx  , 

233
xxx  ,…, 

1


nnn
xxx . 

 4) На каждом из элементарных отрезков 
1


iii

xxx , где ni  ,1 , выберем    

произвольно точку 
i

x~  и определим значения функции в этих точках )~(
i

xf . 
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Если площадь каждой из полос заменить соответственно площадью прямоугольника 

со сторонами )~(
i

xf  и 
i

x , то сумма площадей всех n прямоугольников 

(ступенчатая фигура) даст приближенное значение площади S данной 

криволинейной трапеции, то есть 

  ...)~(...)~()~()~(
332211 ii

xxfxxfxxfxxf
ф ступ

S  

nn
xxf  )~(

ii

n

i

xxf ~)~(
1




.                                  (6)                                                    

 

              у     )
1

~(xf )
2

~(xf
   

)
3

~(xf
                                   

)~(
n

xf  

                                                                 )~(
i

xf  

 

 

 

 

 

               0 

                    
ax 

0 1
x

            2
x

     3x
  1i

x
  i

x
        1n

x
    

вx
n


        
x 

 

                        1
~x

       2
~x

        3
~x

                 i
x~

                    n
x~  

 

                                             Рис. 2 Построение ступенчатой фигуры 

 Правая часть выражения (6)  
i

x
i

xf
n

i


1

~  называется интегральной суммой  

Римана для функции )(xf , составленной на отрезке  ва  ; . 

 Очевидно, чем больше будет число n, тем точнее сумма (6) будет выражать 

площадь S. При этом отрезки 
i

x  будут уменьшаться. 

 5) Обозначим через ixmax  наибольшую из длин отрезков 
i

x . 

Тогда за величину площади криволинейной трапеции принимают предел, к 

которому стремится интегральная сумма при условии, что n  и 0 ixmax . 

 Таким образом,  

                                                      

  ixixflimS
n

i
ixmax


 10

~ .                                     (7) 
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 Интегральная сумма зависит от способа разбиения данного отрезка  ва  ;  на 

элементарные отрезки и от выбора точек 
i

x~  на каждом из полученных 

элементарных отрезков. Следовательно, для данной функции на данном отрезке 

можно составить бесчисленное множество интегральных сумм. 

 

 Определение 4. Если существует предел интегральной суммы Римана при

0 ixmax , не зависящий ни  от способа разбиения отрезка на части, ни от 

выбора точки на частичных отрезках, то этот предел называется определенным 

интегралом от функции )(xf на отрезке  ва  ;  и обозначается:  dxxf
в

a
 . 

Таким образом, по определению 4 имеем: 

                                      

   dxxf
в

a
i

x
i

xflim
n

iixmax











 10

~ ,                                 (8) 

 

где  – знак интеграла, символизирующий сумму; 

 а – нижняя граница интегрирования;      

в – верхняя граница интегрирования; 

x   –  переменная интегрирования; 

 xf    –  подынтегральная функция; 

dx  – дифференциал переменной интегрирования; 

 dxxf  – подынтегральное выражение. 

 Далее, возвращаясь к задаче о площади криволинейной трапеции и применяя 

определение 4, заключаем, что  

                                                        

 dxxfS
в

a
фиг  .                                                      (9) 

В этом и состоит геометрический смысл определенного интеграла. 

 Определение 5. Функция, для которой на отрезке существует определенный 

интеграл, называется интегрируемой на этом отрезке. 

Приведем теоремы, устанавливающие необходимые и достаточные условия 

интегрируемости функции [3].  

Теорема 1. (необходимое условие интегрируемости функции) Если функция 

 xf  интегрируема на отрезке  ва  ; , то она ограничена на  ва  ; .  

Теорема 2. Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ва  ; , то она и 

интегрируема на нем. 

Теорема 3. Если функция  xf  монотонна на отрезке  ва  ; , то она 

интегрируема на  ва  ; .  
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Теорема 4. Если функция ограничена на отрезке  ва  ;  и непрерывна во всех 

точках  ва  ; , кроме конечного числа точек, в которых она имеет разрыв первого 

рода, то она интегрируема на  ва  ; . 

Теоремы 2-4 устанавливают достаточные условия интегрируемости функции 

на отрезке  ва  ; ; примем их без доказательства. 

  

1.6  Свойства определенного интеграла 

 

 1. При перестановке пределов интегрирования, где ва   определенный 

интеграл меняет свой знак на противоположный, т.е.  

   
а

в

в

а

dxxfdxxf . 

 2.  Если пределы интегрирования равны, то определенный интеграл равен 

нулю, т.е.  

  0 dxxf
а

а

. 

 3. Постоянный множитель в определенном интеграле можно выносить за знак 

интеграла, т.е. 

    
в

a

в

а

dxxfkdxxfk , где k – const.  

 4. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа 

функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от слагаемых 

функций, т.е. 

          
в

а

в

а

в

а

dxxdxxfdxxxf  . 

 5. Если для функции существуют интегралы  
в

а

dxxf ,  
с

а

dxxf  и  
в

c

dxxf , то 

имеет место равенство 

      
с

а

в

c

в

а

dxxfdxxfdxxf . 

Это равенство верно, когда выполняются неравенства вcа   или cва  , 

или вac  . 

 

 6. Если на отрезке  ва; , где ва   функции  xf  и  x  удовлетворяют 

условию    xxf  , то 
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   
в

а

в

а

dxxdxxf  . 

 7. (Оценка интеграла). Если m– наименьшее значение, а М – наибольшее 

значение функции  на отрезке  ва;  и ва  , то 

     авMdxxfавm
в

а

 . 

 8. (Теорема о среднем). Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ва; , то 

    авfdxxf
в

а

  , где ва  . 

 9. Если ограниченная функция интегрируема на отрезке  , то абсолютная 

величина ее также интегрируема на этом отрезке, причем 

 

   
в

а

в

а

dxxfdxxf . 

 С доказательствами свойств определенного интеграла можно ознакомиться, 

например, в [14].    

Контрольные вопросы 

 

 1. Что называется интегральной суммой Римана функции )(xf  на отрезке 

? 

 2. Сформулируйте определение определенного интеграла. 

 3. Какая функция называется интегрируемой на отрезке? 

 4. Сформулируйте необходимое, достаточное условия интегрируемости 

функции. 

 5. В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла? 

 6. Сформулируйте свойства определенного интеграла. 

 7. Назовите задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. 

 

 

1.7 Методы интегрирования в определенном интеграле 

1.7.1 Метод непосредственного вычисления  

определенного интеграла 

 

Метод непосредственного вычисления определенного интеграла заключается 

в том, что определенный интеграл  dxxf
в

a
  вычисляется по формуле Ньютона – 

Лейбница, зная одну из первообразных функции  xf .  

Теорема 5. Если функция  xfу   определена и непрерывна на отрезке  ва;  

и  xF  ее первообразная также непрерывная на данном отрезке, то 

 ва;

 ва;
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       aFвFxFdxxf
в

а

в

а

 .                                    (10) 

 

 Формула (10) называется формулой Ньютона – Лейбница (или основной 

формулой интегрального исчисления).  

 

Пример 6. Вычислить определенный интеграл 
1

0

2dxx . 

Решение. Так как функция  и ее первообразная непрерывны на отрезке  1;0 , то 

по формуле Ньютона – Лейбница:
3
1

3

1

0

31

0

2 
х

dxx . 

 Пример 7. Вычислить интеграл 


1

0
2 82xx

dx
. 

 

 Решение. При вычислении определенных интегралов 

вида:  

а) 


в

а свxаx

dx
2

; б) 


в

а свxаx

dx

2
; в) 



в

а свxаx

dxnmx
2

)(
; г) 



в

а свxаx

dxnmx

2

)(

 
 

применяют соответствующие правила, указанные в п. 1.4. 

 















1

0

1

0
22

1

0
2

1

0
2 31

31

6

1

3181)12(82 x

x
ln

x

dx

xx

dx

xx

dx
 

 

5
2

6

1

2

1

5

1

6

1

2

1

5

1

6

1
lnlnlnlnln 




























. 

 

 

Задание № 5. Вычислить самостоятельно следующие интегралы: 

 

1.  










2

1

2 342  dxхх ; 

 

(Ответ: 3) 

2. dx
x

хx




64

1
6

3

6

5117
  ; 

 

(Ответ: -1889) 

3. dxe x 52
1

2




 ; 

(Ответ:















63

1
1

2

1

ее
) 
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4. dx
x 2

5

4
1

2

5



 ; 

(Ответ:








 
 12/5

11/5

ln
51

54

15
) 

5.  

2

0
14x

dx
; 

 

(Ответ:
4

9ln
) 

 

6. 


 


1

0

8

4
3

12
  

12
  

x

dх

x

dх
; 

 

(Ответ: 






  2/32/3 917
4

3
) 

 

7. dxxsin
π/

π/3

)3(
2

 ; 

 

(Ответ:
3

1
) 

8. 
















4/

0 2 2
4




xcos

dx
; 

(Ответ: 1) 

9. 


2

0
2164 x

dx
; 

 

(Ответ: 4
8

1
arctg ) 

10. 


1

0 223 xx

dx
; 

 

(Ответ:
6


) 

11. 






1

2
2 54xx

dx
; 

 

(Ответ:
4


) 

12. 


6

4
2 56

)53(

xx

dxх
; 

(Ответ: 
35

67

2

3
ln  

14249

14249

2

14




 ln ) 

 

1.7.2 Метод подстановки (или замены переменной)  

в определенном интеграле 

Здесь, также как в методе подстановки в неопределенном интеграле, если в 

данном интеграле  dxxf
в

а
 первообразную  xF  функции  xf  определить по 

таблице интегралов невозможно, то следует ввести новую переменную. В 

результате данный интеграл сведется к табличному.  

Теорема 6. Если функция  tx    удовлетворяет следующим условиям: 

1)  tx   – непрерывная и однозначная функция, заданная на отрезке  ;  и 

имеющая в нем непрерывную производную  t   ; 

2)  значения функции  tx  при измененном t на отрезке  ;  не выходят за 

пределы отрезка  ва; ; 

3)     ва     ; , то для любой непрерывной на отрезке  ва;  функции  xf  

справедлива формула замены переменной (или подстановки) в определенном 

интеграле: 

                                                   

      dtttfdxxf
в

а






  .                                         (11) 
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Замечание 1. При вычислении определенных интегралов методом 

подстановки можно не возвращаться к первоначальной переменной x , как это 

требовалось при вычислении неопределенных интегралов, нужно только 

пересчитать новые границы интегрирования    и  .  

Замечание 2. Часто вместо подстановки  tx   применяют обратную 

подстановку  xt  . В этом случае пределы для новой переменной t  и   

определяются непосредственно по формулам   а   и  в  . 

 

Пример 8. Вычислить интеграл 


8

3 1
 

x

xdx
. 

 

 Решение. Применим подстановку tx 1 , отсюда 21 tx  и 12 tx ;  

tdtdx 2 . Определим границы интегрирования: при 3x 231   (нижняя 

граница), при 8x 381   (верхняя граница). Функция 12 tx  

удовлетворяет всем условиям теоремы 6. 

 Следовательно, применяя формулу (11), получим: 

 

3

2
10

3
21 2

21
 

1
 

3

2

33

2

2
3

2

28

3





















 t

t
dtt

tdtt

x

xdx

t
)(

)(
. 

 Пример 9. Вычислить интеграл 
π/2

π/ xsin

dxcosx

6
3

 
. 

  

 

Решение. Применим правило 2 метода подстановки, обозначив tsinx ; тогда 

dtdxсosx  . Найдем новые границы интегрирования:                                  

 

 

Тогда                    

222
2 

1

5,0

1

5,0

1

5,0 33
 




t
dtt

t

dt

xsin

dxcosx 3/2
π/2

π/6

. 

 

Пример 10.Вычислить интеграл 


2

1

4

13

 )13(

x

dxxln
 . 

Решение. Применим правило 3  метода подстановки, не находя новые 

границы интегрирования. 

  

х  t  

π/6  0,5 

2π/  1 
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15

25

3

1

313

)13(

13

 )13( 552

1

4
2

1

4 lnln
dttdt

x

dx

txln

x

dxxln
 



























 . 

 

Задание № 6. Вычислить самостоятельно следующие интегралы:  

1. 


1/2

x

xdx

0 21

 ; 

(Ответ:
2

32
) 

2.      
5

3

3522 54 dxxe xx ; 

(Ответ: 






 1226 ее )                           

3.     
4

0

29 dxxx ;   

(Ответ:
3

2
32 )   

 

4.     
π

xsin dxxcos
0

)2( )2(5  ;     

 

 

(Ответ: 0)                                        

5.   

 




5

2 232)23(
 

xlnx

dx
;   

 

(Ответ:















13

1

4

1

3

1

lnln
)                           

6. 


е

lnxх

dx

1 5
 ; 

 

 

(Ответ: 452  ) 

 

7.   


1

0
3

2

41
 

x

dxx
; 

(Ответ:
6

15 
) 

8.    
π/2

π/

xdxcossinx
6

3 ; 

 

(Ответ: 9/64) 

 

9.  dx
e

ee
x

xx




5ln

0 3

1
 ; 

 

(Ответ: 4 ) 

10. 
 

 
dx

x

x




29

3
3 2

3 2

32

2
 ; 

(Ответ:
2

33
8


 ) 

 

11. 
2

0
22

 
/π

xcos

xdx
; 

 

(Ответ: 1/2) 

12. 


51

0
2

3

251

5
 

/

x

хdxarctg
; 

 

(Ответ: 5120/4 ) 

   

1.7.3 Метод интегрирования по частям в определенном интеграле 

 

 Если  xuu   и  xvv   непрерывные функции на отрезке  ва; , имеющие 

непрерывные производные на этом отрезке, то имеет место формула 

интегрирования по частям в определенном интеграле: 

 

                                             

  duvvudvudxxf
в

а

в
а

в

а

в

а
  .                                    (12) 
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Здесь, также как и в методе интегрирования по частям в неопределенном 

интеграле, в заданном интеграле  
в

а

dvu  множитель, включающий dv , должен быть 

легко интегрируемым. 

Формулой (12) пользуются тогда, когда подынтегральная функция  xf   

представляет собой произведение: 

 I тип:    xx

n
a  e  ctgx tgx cosx sinxxРxf ,,,,,)(  , где  xР

n
 – многочлен n 

– ой степени, тогда    uxnР  ; все остальное  обозначают за dv . 

 

 II тип:    хloglnx  arcctgx arctgx arccosx arcsinxxРxf аn
,,,,,)(  , тогда 

  dvdxxРn  ; все остальное обозначают за u .      

 

 III тип: В интегралах   
в

а

х dxsinxе  ,  
в

а

х dxcosxе  и т.п. за u обозначают 

любую из этих функций, например, uех  . Далее, дважды интегрируя по частям, 

приходят к исходному интегралу и, из полученного равенства, как из уравнения, 

выражают исходный интеграл. 

 Пример 11.  Вычислить интеграл   
π/2

dxsinxx
0

 .  

 Решение. Данный интеграл является интегралом I типа, где )(
1

хРх – 

многочлен 1- ой степени. Поэтому по формуле (12) получим: 

 

 
π/2

dxsinxx
0

 



















vcosxdvsinxdx

dudxux

-    ;

              ;
 

1
000











  

π/2π/2π/2

sinxcosxdxcosxx . 

Пример 12. Вычислить интеграл  
1

0

 dxarcsinx . 

 Решение. Данный интеграл является интегралом II типа. Поэтому  


1

0

 dxarcsinx 


































vxdvdx

du

x

dx
uarcsinx

            ;
1

      ;
2  
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1
2

101 
1

1

0

2
1

0
2

1

0













 


xsinarc

x

dxx
arcsinxx . 

 

Задание № 7. Вычислить самостоятельно следующие интегралы: 

1. dxex x
  
1

0

; 

(Ответ: 2/е1 ) 

 

2. 
4

0

 2
1/

dxxarccos ; 

(Ответ: 







 1

2

3

2

1

12


 

3.    
2

0

cosxdxx ;      

(Ответ: 0) 

 

4.     







1

0

2  1 dxxlnx ; 

(Ответ: 5,02 ln ) 

5.     
2

1

 dxlnxx ;   

(Ответ: 75,04 ln )                                            

6.    
2

1

 23 dxxln )( ; 

(Ответ: 116
3

2
ln ) 

7.    
4

1

 dxxarctg ;    

(Ответ: 125 π/2arctg
)                                     

8.  


0

 dxsinxex  ; 

(Ответ: )/2е(1 π ) 

9.   



0

1

2  )32( dxxe x  ; 

(Ответ: 22 е )                                        

10.  
2/

0

2 2


xdxcosx . 

(Ответ: π/4 ) 

 

11.  
1

0

 1515 dxxlnх )()(  

(Ответ: 75,166,3 ln ) 

 

12.  


0 2
dx

х
cosx  

(Ответ: 42  ) 

 

 

1.8 Интегрирование четных и нечетных функций на отрезке,  

симметричном относительно начала координат 

 

1. Если функция  xf   четная на отрезке  аа; , то 

 

                                                  

   dxxfdxxf
аа

а





0

2 .                                              (13) 

 

2. Если функция  xf  нечетная на отрезке  аа; , то 

 

                                                        

0)( 


dxxf
а

а

.                                                     (14) 
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Формулы (13) и (14) доказываются на основании геометрического смысла 

определенного интеграла.  

Напомним свойства операций сложения и умножения четных и нечетных 

функций. 

1. Сумма четных функций есть функция четная. 

2. Сумма нечетных функций есть функция нечетная. 

3. Произведение четной и нечетной функций есть функция нечетная. 

4. Произведение четных функций есть функция четная. 

5. Произведение четного числа нечетных функций есть функция четная. 

6. Произведение нечетного числа нечетных функций есть функция нечетная.      

 

Контрольные вопросы 

1. Записать формулу Ньютона – Лейбница. При каких условиях она применима? 

2. В чем состоит метод непосредственного интегрирования в определенном 

интеграле?  

3. В чем состоит метод подстановки в определенном интеграле? 

4. Найдя новые границы интегрирования, следует ли переходить к 

первоначальной переменной интегрирования? 

5. Сформулировать условия,  при которых применима формула метода 

подстановки в определенном интеграле. 

6. Записать формулу интегрирования по частям в определенном интеграле. В 

каком случае применима эта формула? 

7. Чему равен интеграл от четной функции, заданной на отрезке  аа; . 

8. Чему равен интеграл от нечетной функции, заданной на отрезке  аа; . 

9.  Чему равен интеграл: а) 


4

4

3 dxх ; б)  






sinxdxх4 ; в) 






cosxdxх2 . 

 

Пример 13. Вычислить интеграл  


1

1

2
4 )35( dxexxsinx x . 

 Решение. Данный интеграл представим в виде суммы 3-х интегралов. Далее,  

учитывая, что подынтегральные функции  sinx  и 
2

3 xex   – нечетные, а функция  
45x  – четная, по формулам (13) и (14) получим: 

 

223535
1

0

5
1

1

21

1

4
1

1

1

1

2
4     



хdxexdxxsinxdxdxexxsinx xx )( . 

Пример 14. Вычислить интеграл  






dxсosxxxsin )3( 3 . 
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 Решение. Аналогично, представим данный интеграл в виде суммы 3-х 

интегралов. Далее,  учитывая, что подынтегральные функции  xsin3  и cosxx  – 

нечетные, а функция  3 – четная, по формулам (13) и (14) получим: 

 


















6633
0

33     


хdxсosxdxxxdxsindxcosxxxsin )( . 

 

1.9 Приложения определенного интеграла: 

вычисление площадей плоских фигур 

 

Геометрически определенный интеграл представляет собой площадь 

криволинейной трапеции. 

 1. Если функция 0)(  xfy на отрезке  ва;  (рис.1), то площадь фигуры 

находится по формуле: 

                                                           

 dxxfS
в

a
фиг  .                                                  (15) 

 2. Если функция 0)(  xfy на отрезке  ва;  (рис. 3), то площадь фигуры 

находится по формуле: 

                                                           

 dxxfS
в

a
фиг  .                                               (16) 

 

      у                                                            у                                        у 

              а                        в   х        )(xfy  )(xfy   

       0 

 

                                                                                                -а        0           а   х                                                       
)(xfy   

                                                        -а          0            а     х 

 
Рис. 3 Плоская фигура                    Рис. 4 Плоская фигура                       Рис. 5 Плоская фигура  

        расположена под Ох           симметрична относительно Оу        ограничена нечетной функцией 
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 3. Если функция )(xfy  четная на отрезке  аа;  (рис. 4), то площадь 

фигуры, ограниченной данной кривой, прямыми ах   , находится по формуле: 

 

 

                                                

   dxxfdxxfS
аа

a
фиг 

 0

2 .                                      (17) 

 

  

Если функция )(xfy  нечетная на  аа;  (рис. 5), то 
фиг

S будет также 

вычисляться по формуле (17).  

 4. Если фигура ограничена двумя кривыми )(xfy , )(xy   и прямыми 

аx  , вx  , причем )()( хxf    на отрезке  ва;  (рис. 6), то ее площадь 

вычисляется по формуле: 

 

                                                          

  dxхxfS
в

a
фиг   )( .                                      (18) 

 

5. Если левая граница (или правая граница) есть точка пересечения кривых 

)(xfy  и )(xy   (рис. 7), то в этом случае, площадь фигуры вычисляется также 

по формуле (18).    

Чтобы найти точку пересечения кривых )(xfy  и )(xy  , нужно решить 

уравнение:  )()( xxf  , корни которого и определят абсциссы точек пересечения 

данных кривых. 

 

 

      у                                                                      у 

                   )(xfy                                                           )(xfy   

 

 

 

 

                      )(xy                                                 0       )(xy   

      0                                         х                          а                                   в       х    

аx  вx   
Рис. 6 Плоская фигура ограничена                 Рис. 7 Плоская фигура ограничена  

   кривыми )(xfy  и )(xy  пересекающимися кривыми )(xfy  и )(xy   

 

 Пример 15. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой xу  , 

прямыми 4 ,1  xх  и осью Ох (рис. 8). 

Решение. Так как xу  0 на отрезке  41 ; , то по формуле (15):  
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     у                  

 

                         xу   

 

 

 

0     1                          4     х  

 
Рис. 8 Фигура, ограниченная 

             сверху кривой  xу   
 

    .).( 23

4

1

4

1

3

2
418

3

2
14

3

2

3

2

ед

хdxх     S 3/2
фиг






 

 

 

Пример 16. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 

625,0 2  хху  и прямой 2 ху  (рис. 9). 

 
 

Рис. 9 Фигура, ограниченная 

6225,0  хху , 2 ху . 

 

 

 

 

 

 

Найдем точки пересечения прямой и параболы, 

решив квадратное уравнение: 262
2

2

 хх
х

, 

корни которого 2х  и 4х . Следовательно, по 

формуле (7) искомая площадь фигуры будет равна:  

 

).(1826
2

2
4

2

2

едdx
x

xS
фиг

 
















. 

 

Пример 17. Вычислить площадь фигуры, ограниченной  кривой 22 ху , 

прямыми 1у , 2х  и 2х  (рис.10). 

  

Решение. Функция 22 ху  четная. Площадь фигуры по формуле (17) будет 

равна: 
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                у                                                                    

22  ху  

 

1у  

2х     0 2х      х     
 

Рис.10 Фигура, ограниченная 

            кривой 22  ху  

 

 



dxxdxxS
фиг

2

0

22
2

2

)1(2)12(  

 

)..(
3

1
9

3

14
22

3

8
 2

3
2 2

2

0

3

едx
x
































 

 

Пример 18 . Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами 

142 2  хху  и 332  хху . 

Решение.  Для того, чтобы изобразить графики данных парабол, найдем у 

каждой из них вершину по формуле .
20 а

вх   

Для параболы 142 2  хху : 

.1
4
4

20


а
вх  Тогда 

.1142)1()(
00

 fxfу  

Найдем еще одну дополнительную 

точку графика: 

.1)0( f  

Для параболы 332  хху : 

.5,1
2
3

0



х  Тогда 

.25,535,425,2)5,1(
0

 fу  

Найдем еще одну дополнительную 

точку графика: 

.3)0( f  

Далее найдем точки пересечения кривых, решив уравнение:  

.6,2;25,0
6

737

732449)2(3449

0273

33142

2,1

2

22

 х

D

хх

хххх









 

Теперь строим данные параболы в одной системе координат. Вычислим площадь 

фигуры (рис. 11) по формуле (18). 
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Рис. 11 Графики функций 

1422  хху  и 332  хху  

 









 dxххS
фиг

6,2

25,0

2 273



















6,2

25,0

2
2

273 х
х

х

 

 2,56,25,36,2 23

  






 5,025,05,3)25,0( 23

 
).(5,11 2ед  

 

Задание № 8. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными кривыми: 

1. 24 xу  , 22 xу . 

          (Ответ:
3

2
2 ) 

2.  23 xу  , 
3

2
4

2x
у  .  

(Ответ:
3

2
10 ) 

3. ху 42  , уx 42  .  

(Ответ:
3

1
5 ) 

4.  342  хxу , 0х , 0у .  

(Ответ: 
3

2
2 ) 

 

Раздел II. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

2.1 Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования 

от непрерывных функций 

 

В п.1.5 понятие определенного интеграла dxxf
в

а

)(  было дано для случая, 

когда границы интегрирования а  и в  –const, а подынтегральная функция )(xf  

непрерывна на отрезке  ва  ; . В этом разделе обобщим понятие определенного 

интеграла. 

 

Определение 6. Определенный интеграл от непрерывной функции с  

бесконечным промежутком интегрирования называется несобственным 

интегралом I рода. 
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 Пусть функция   определена для всех   и интегрируема на 

любом отрезке  Ва  ; . Тогда несобственный интеграл I рода  от функции  

)(xfy  в пределах от а до   (рис. 12) будет определяться равенством: 

 
















 . ,.   

 ,
)()(

расходитсяетсущнеили

сходитсяconstд
dxxflimdxxf

В

аа В
                    (19) 

 

Аналогично определяются интегралы   (рис.13),    dxxf )(





 (рис.14). 

 

             у                                                                                                              у 

 

                     )(xfу                                                                   )(xfу   

 

 

 

 

             0  а                          В       х                  А                     в      0      х              

 
Рис. 12 График функции,                                           Рис. 13 График функции,    

заданной на бесконечном правом конце          заданной на бесконечном левом конце 

 

                    (20) 

 

                       у                                                                   у 

 

 
)(xfу  )(xfу   

 

 

 

 

 А        0                   В      х                  а εа    0                     в      х                   

 
 Рис. 14График функции,                  Рис.15 График функции,  

заданной на бесконечном промежутке                                 разрывной в точке ах   
 

 












dxxfdxxfdxxf
с

с
)()()(  

 

)(xfy аx

dxxf
а

)(



dxxf
в

)(









 




 . ,.   

 ,
)()(

расходитсяетсущнеили

сходитсяconstд
dxxflimdxxf

в

А

в

А
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dxxflimdxxflim
В

с

с

А ВА
)()( 


 ,                                  (21) 

 

 c . Интеграл (20) сходится, если оба предела существуют. (Вместо с 

можно взять любое конечное значение оси Ох).  

 

 

Контрольные вопросы 

1.  Дать определение несобственного интеграла I рода. 

 2. Записать формулу вычисления несобственного интеграла I рода с левым 

бесконечным пределом интегрирования. Приведите примеры. 

 3. Записать формулу вычисления несобственного интеграла I рода с правым  

бесконечным пределом интегрирования. Приведите примеры. 

 4. Записать формулу вычисления несобственного интеграла I рода, у  

которого оба предела интегрирования бесконечны. Приведите примеры. 

 5. Указать геометрический смысл несобственного интеграла I рода. 

 6. Может ли при вращении бесконечно протяженной кривой вокруг какой – 

либо прямой образоваться тело конечного объема? Рассмотрите пример  

кривой хеу   (  х0 ), вращающееся вокруг оси Ох. 

   

 Пример 19. Вычислить несобственные интегралы (или установить их 

сходимость): 

 

1) cosxdx


0

; 2) 
2

1

х

dx





; 3) 
222 




 хх

dx
; 4) sinxdxх



0

; 5) 
)2()2( 2

0

xlnх

dx





. 

 

Решение.1)    По формуле (19) получим:    

 

  sinBlimsinsinBlimsinxlimcosxdxlimcosxdx
BB

B

B

B

B 



 0
000

 

  Предел не существует. Следовательно, данный интеграл расходится. 

 

2) 101
1

1
1

1
1

1

2

1

2

1











 


























 A
lim

x
lim

х

dx
lim

х

dx

A
A

AAA
. 

 

Следовательно, интеграл сходится. 
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 3) Воспользовавшись формулой (21) и выбирая 0с , т.к. в этой точке 

подынтегральная функция 
22

1
)(

2 


хх
xf  непрерывна, получим: 

 






















 1)1(222222 2

0

2
0

2

0

2 х

dx
lim

хх

dx

хх

dx

хх

dx

AA

 

 

      






B

А

В

xarctglimxarctglim
х

dx
lim

ВАВ 0

0

2
0

11
1)1(

 

 

     






22

11)1(1 arctgВarctglimАarctgarctglim
ВА

. 

 

Данный несобственный интеграл сходится.  

 

 4) По формуле (19) имеем: 

 

sinxdxхlimsinxdxх
В

В

 



 00

. 

Применим правило интегрирования по частям, полагая: 


















vcosxdvsinxdx

dudxux

    ;

              ;
, 

будем иметь: 

 





)(
0000

cosxdxcosxxlimsinxdxхlimsinxdxх
ВВВ

ВВ

 

sinВlimВсosВlimsinВВсosВlim
ВВВ 

 )( . 

Пределы не существуют, следовательно, интеграл расходится. 

 5) Прежде вычислим неопределенный интеграл от подынтегральной функции 

при помощи метода подстановки. 

С
tt

dt

dt
x

dx

txln

xlnх

dx

























1

2

)2(

)2()2( 22
. 

Подставим в формулу (20), тогда искомый интеграл будет равен: 
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

 










0

2

0

2

0

)2(

1

)2()2()2()2( AA xln
lim

xlnх

dx
lim

xlnх

dx

AA

 

2
1

0
2

11
2

1

)2(

1

2

1

lnlnlnlnАlnln
lim

A
























. 

Следовательно, интеграл сходится. 

 

Задание № 9. Вычислить самостоятельно несобственные интегралы I рода  

(или установить их сходимость). 

1) 
42

0 



х

dx
; 

 

(Ответ:π/4  (сход.) 

2) 
х

dxх





 2

)3(1

;    

 

(Ответ: расход.) 

3) dxе х



 ; 

 

(Ответ: расход.) 

 

4) 
х

dx



1

; 

 

(Ответ: расход.) 

5) 
3 2

2

4

 х

хdx
; 

 

(Ответ: расход.) 

6)
2

1 1 )( х

dxх





; 

 

(Ответ:
2

1

4



 (сход.)) 

 

7) 
2

1 х

arctgxdx



; 

 

(Ответ: 2lnπ/4  (сход.) 

8) 
)( хх

dx





11

; 

 

(Ответ: 2ln  (сход.)) 

9) dxех х32

0




 ; 

 

(Ответ: 1/3 (сход.)) 

 

10) 
32 1)( 




х

dx
; 

 

(Ответ: 2 (сход.)) 

11) sinxdxех 




; 

 

(Ответ: расход.) 

12)
)( 22

1 1 xx

dx





. 

 

(Ответ:
4

1


  (сход.)) 
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2.2 Несобственные интегралы от неограниченных функций 

 

Определение 7. Определенный интеграл с конечным промежутком 

интегрирования от функции, имеющей бесконечный разрыв в промежутке 

интегрирования, называется несобственным интегралом II  рода. 

 Пусть дан интеграл dxxf
в

а

)( . Если подынтегральная функция   

непрерывна при вxa   и имеет бесконечный разрыв в точке аx   (рис. 14), т.е. 




)(xflim
ax

, то по определению: 

 

                      (22) 

где 0 . 

 

 Аналогично определяется интеграл от функции, имеющей бесконечный 

разрыв в точке  вx   (рис.15) ( 0 ). 

 

                   
















 . ,.   

 ,
)()(

0 расходитсяетсущнеили

сходитсяconstд
dxxflimdxxf

в

а

в

а




   

(23) 

 

 Если функция непрерывна при  cxa   и вxс  и имеет 

бесконечный разрыв в точке сx   (рис.16), то 

 Интеграл (23) сходится, если оба предела указанных в формуле существуют, и 

расходится, если хотя бы один из пределов не существует. 

                  у                                                           

                                                                                              у 
)(xfу   

 

 

 

 

            а           0               ε-в   в         х        а                      0  ε-с   с  εс       в      х                 

 

 
           Рис. 16 График функции,                             Рис. 17 График функции, разрывной

 
             разрывной в точке вх                                     во внутренней точке );( вa   

 

 

)(xfy
















 . ,.   

 ,
)()(

0 расходитсяетсущнеили

сходитсяconstд
dxxflimdxxf

в

а

в

а 

)(xfy

)(xfу 
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           )()()(   dxxfdxxfdxxf
в

с

с

а

в

а

 

                                                                                                                        (24)                   

)0,(    , )()(
21

2

1

0
2

0
1

 














 dxxflimdxxflim

в

с

с

а

 

  

Контрольные вопросы 

 1. Дать определение несобственного интеграла II рода. 

 2. Сформулировать понятие несобственного интеграла от функции, разрывной 

на левом конце промежутка (а; в]- в точке аx  . Приведите примеры. 

 3. Сформулировать понятие несобственного интеграла от функции, разрывной 

на правом конце промежутка [а; в) – в точке вx  . Приведите примеры. 

4. Сформулировать понятие несобственного интеграла от функции, имеющей     

бесконечный разрыв во внутренней точке сx   интервала (а; в).     Приведите 

примеры. 

 5. Указать геометрический смысл несобственного интеграла II рода. 

 6. Какие из приведенных интегралов являются несобственными: 

    1) xdxх sin
0




;    2) dx
x 1

21

0 
 ;     3) dx

х

х

16

3
2

5

4 





;    4)  xdxх sin




; 

   5) dx
x

sinx

5

1





;      6) dx
x

х

1

3
3

0

1 





;    7) 
3 2

3

2 1

 x

dx
;       8)  

322

3

1 

 хx

dx
? 

 

Пример  20. Вычислить несобственные интегралы II рода (или  

                                         установить их сходимость). 

1) 
 2

5

2 2


х

dx
;   2)  

2

1

0 1 х

dx


 ;  3)  

 3 2

2

0 1


х

dx
;  4)  ;  5) 

х

dx



2

1

. 

Решение. 1) Подынтегральная функция  
 22

1
)(




х
xf  непрерывна во всех 

точках полуинтервала (2; 5] и терпит разрыв при  2х . Пользуясь формулой (22), 

получим: 

dx
х

х

1

22

1 



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   






































 0

1

3

11

3

1

2

1

22 0

5

2
02

5

202

5

2 
lim

x
lim

х

dx
lim

х

dx
. 

 Следовательно, интеграл расходится. 

 2)  Подынтегральная функция  
21

1
)(

х

xf



  непрерывна при 10  х  и 

имеет бесконечный разрыв в точке  1х . Поэтому,  в силу формулы (23) получим: 

  
























1

002

1

002

1

0 11
arcsinxlim

х

dx
lim

х

dx
 

 
2

)1(0)1(
00








arcsinlimarcsinarcsinlim . 

Следовательно, интеграл сходится. 

 

 3) Подынтегральная функция терпит разрыв во внутренней точке отрезка  

[0; 2] – в . Следовательно, по формуле (24) получим: 

 

     
  














dxхlim

х

dx

х

dx

х

dx 2/31
111

11

0013 2

2

1
3 2

1

0
3 2

2

0




 

 

      















2

2102

11

001

2

2102

13131






1/31/32/3 хlimхlimdxхlim  

 

        63311131113
202

101




1/31/31/3
limlim 


. 

 Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

 4) Сначала вычислим неопределенный интеграл от подынтегральной функции.  

 

1х
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














































Сt
t

tdt
t

t

tdtdxtx

txtх
dx

х

х

3
22

1

2     1

1    1

1

2 32

2

2

 

 
Сx

x


















 1  

3

1
2

3

. 

Тогда искомый интеграл будет равен: 

3

2
1

3

)3(
2

1

2

1

2
2

1

3

0

2

10

2

1




































x

x
limdx

х

х
limdx

х

х

 
 несобственный интеграл сходится. 

 5) Функция 
х

xf
1

)(    непрерывна во всех точках промежутка  21 ; , кроме 

точки 0х . В силу формулы (24) получим:   

 

 






 x

dх
lim

x

dх
lim

x

dх

x

dх

x

dх 2

2002

10

101

2

0

0

1

2

1 




 










2

2002

10

101 




xlnlimxlnlim  

 Следовательно, данный интеграл расходится. 

 

 Задание № 10. Вычислить самостоятельно несобственные интегралы  

(или установить их сходимость). 

1) 
х

dx

1

0

; 

 

(Ответ:2 (сход.)) 

2) 
3

2

0 х

dx
 ;     

 

(Ответ: расход.)  

3) 
2

1

0 1 х

dx


 ; 

 

(Ответ:
2


(сход.)) 

 

4) 
4 2

3

2 4

3






х

dxх
; 5) 

1

2

1 




х

dxх
; 

 

6) 
3 2

1

1 х

dx



; 
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(Ответ: 4 1252 (сход.)) 
(Ответ:

3
2

2 (сход.)) 
 

(Ответ: 6(сход.)) 

 

7) 
3 2

6

2 )4( х

dx


 ; 

 

(Ответ: 3 26  (сход.)) 

8) 
3 2

1

0 )1(

)1(






х

dxх
; 

(Ответ:
4
1

5 (сход.)) 

 

9)
2

2

0 )1( 


x

dx
; 

 

(Ответ: расходится) 

10) 
3 222

3

0 )(

2

ax

xdxа


 ; 

 

(Ответ:
3 29 а  (сход.)) 

11)
342

2

0 


xx

dx
; 

 

 

(Ответ: расход.) 

12)
11 




xx

dx
. 

 

 

(Ответ: (сход.)) 

 

 

 

Раздел III. ЧИСЛОВЫЕ   РЯДЫ 

 

3.1 Основные понятия и определения 

 

 Рассмотрим бесконечную числовую последовательность 

 
 

 

с общим членом , где  (или кратко ). 

Соединим знаком «+» члены последовательности, не переставляя их местами. 

В результате получим выражение 

 

                                       




1
321

......
n

nn
uuuuu  .                                   (25) 

 

Выражение (25) называется числовым рядом, где  называются 

членами ряда, а , являющийся функцией от n – общим или n-ым членом 

числового ряда (25). 

В выражении (25) – знак суммы, индексы внизу и вверху указывают, в 

каких пределах ведется суммирование. 

 Ряд считается заданным, если указан его общий член
n

u , из которого находят 

любой член данного ряда.  

 

...,,...,,,  u u  u  u
n321

Ru
n
 ...,,,    n 321   n ,1

...,,...,,,  u u  u  u
n321

n
u


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Пример 21. По формуле общего члена  найти ,  и члены.  

Решение. Чтобы найти ,  и  члены, подставим в вместо  числа 

1, 3 и 100 соответственно. Тогда получим: ,  , . 

Иногда, зная несколько первых членов ряда, можно предположительно найти 

его общий член. 

 

 Пример 22.Зная первые четыре члена ряда 

 

, 

найти его общий член . 

 Решение. Для определения общего члена данного ряда, применим формулу n– 

го члена арифметической прогрессии для числителя и знаменателя поотдельности: 

, где  –  первый член; d – разность арифметической прогрессии. 

Итак, для числителя: , где , . Для знаменателя: 

. Следовательно, общий член данного ряда будет иметь вид: 

. 

 Отметим, что четные числа можно выражать формулой:  или , а 

нечетные:  или . 

 Введем определение сходящегося ряда. Пусть 

 –  I-ая частичная сумма ряда (25); 

 –  II-ая частичная сумма; 

 –  III-ая частичная сумма; 

……………………………. 

 

 –  n-ая частичная сумма; 

…………………………….. 

 Составим последовательность из частичных сумм 

 

                                                              
                                        (26) 

 

 Определение 8. Если существует конечный предел последовательности 

частичных сумм (26), т.е. , то ряд (25) называется сходящимся (или 

сходится), а S – суммой ряда (25) . 

2


n

n
u

n 1
u

3
u

100
u

1
u

3
u

100
u

n
u n

3

1
1
u

5

3
3
u

102

100
100

u

...
12

7

9

5

6

3

3

1

n
u

)( 1
1

 ndaa
n 1

а

12121  nna
n

)( 1
1
а 2d

nna
n

3133  )(

n

n
u

n 3

12 


n2 22 n
12 n 12 n

11
uS 

212
uuS 

3213
uuuS 

nn
uuuuS  ...

321

...,,...,,,   S  S  SS
n321

SSlim
nn



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 Если предел при  бесконечный или не существует, то ряд (25) 

называется расходящимся (или расходится) и он суммы не имеет. 

В теории числовых рядов особое место занимают ряды с членами 

геометрической прогрессии. Пусть дан такой ряд: 

 

                              ,                         (27) 

 

где , q – знаменатель геометрической прогрессии. 

 В зависимости от значения знаменателя q  геометрической прогрессии, можно  

установить сходимость ряда.  

                                     



















.,)27(,1

;
1

,)27(,1
:

1

1
нет  Sрасходится  ряд то q

q

u
 Sсходится  ряд то  q

aq
n

n
                (28) 

 

 К примеру, ряд с членами геометрической прогрессии 

, у которого , сходится; сумма 

4

3

3

1
1

1



















S . 

А ряд   со знаменателем , 

расходится.  

  

 Теорема 7. (Необходимое условие сходимости ряда) Если ряд  

сходится, то предел его общего члена при , равен нулю, т.е. . 

 Замечание 3 .Обратная теорема неверна, т.е. из условия не всегда 

следует, что числовой ряд сходится.  

 

 Следствие из теоремы 7. (Достаточный признак расходимости ряда) Если 

предел общего члена ряда при  не равен нулю, т.е. , то ряд 

расходится. 

n
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1

132 
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  n

n

n aq aqaq  aqаqa ......

0a

...)(... 



1

1

3

1
1

27

1

9

1

3

1
1

n
n 1

3

1

3
1

q
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Например, для ряда  выполняется достаточный признак 

расходимости числового ряда, т.к. , следовательно, данный ряд 

расходится. 

 Пример 23. Рассмотрим ряд , который 

называется гармоническим. Очевидно, что для него выполнено  необходимое 

условие сходимости, т.к. . Доказано, что этот ряд расходится. 

 Пример 24. Найти сумму ряда: . 

 

 Решение. Сумму данного ряда найдем, применяя определение 8. Для чего 

разложим общий член  на простейшие дроби: , где 

; их следует определить. 

 

. 

 

Методом частных значений находим коэффициенты  и  из выражения 

.  

Если , ; если , .  

Следовательно, . Найдем несколько первых членов данного ряда: 

; ; ;… 

Тогда последовательность частичных сумм ряда представится в виде:  

;    ;    ;  …  ,  ;  … . 

Перейдем к пределу частичной суммы при . 

 

. 

 

Следовательно, данный ряд сходится и имеет сумму . 
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3.2 Свойства сходящихся числовых рядов 

 

 1. Если ряд  сходится и имеет сумму S, то ряд , полученный 

умножением данного ряда на число , также сходится и имеет сумму . 

 2. Если ряды  и  сходятся и имеют суммы соответственно
1

S  и ,
2

S  

то и ряд  также сходится и 

имеет сумму . 

 3. Если  сходится ряд, то сходится и ряд, полученный из данного путем 

отбрасывания или приписывания конечного числа его членов. 

 Отметим, что не всегда сходимость ряда можно установить с помощью 

определения сходящегося ряда (определение 8) в силу сложности вычисления 

предела n-ой частичной суммы данного ряда. Поэтому применяют специальные 

признаки сходимости. 

 

 

3.3 Достаточные признаки сходимости положительных числовых рядов 

 

 Определение 9. Числовой ряд  называется положительным, если 

 для всех . 

 I. Признак сравнения. 

 Пусть даны два положительных ряда:   (I)   и     (II). 

Ряд (II) называется рядом сравнения для ряда (I); его сходимость известна 

либо легко можно установить. Тогда справедлива следующая теорема. 

 

Теорема 8. 

а) Если ряд (II) сходится и выполняется неравенство , начиная с некоторого 

номера n, то ряд (I) также сходится. 

б) Если ряд (II) расходится и выполняется неравенство , начиная с 

некоторогоn, то ряд (I) также расходится.   

 

 Пример 25. Применяя признак сравнения, исследовать ряд  на сходимость:  

а) ;           б) ;           в) . 
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 Решение. а) 1 шаг: за ряд сравнения возьмем гармонический ряд 

 (II); он расходится.  

 2 шаг: сравним члены данного ряда (I) с членами ряда сравнения (II): 

при :   ;  

при :   ; 

при :   ; 

………………………. 

Таким образом, начиная с номера   ряд (I) > ряда (II).  

3 шаг: вывод: по теореме 8 (случай б) исходный ряд расходится. 

 

б) 1 шаг: за ряд сравнения примем ряд с членами геометрической прогрессии 

 (II) со знаменателем , а значит, сходящийся. 

2 шаг: сравним члены данного ряда (I) с членами ряда сравнения (II): при 

: ; при :  и т.д., т.е.  ряд (I) > ряда (II). 

3 шаг: вывод: по теореме 8 (случай а) исходный ряд сходится. 

 

в) 1 шаг: за ряд сравнения возьмем гармонический ряд  

(II); он расходится. 

2 шаг: сравним члены данного ряда (I) с соответствующими членами ряда 

сравнения (II): при : ; при :   

; при :   ; и т.д. 

3 шаг: заключаем, что по случаю б теоремы 8 исходный ряд также 

расходится. 

  

 Замечание 4. Трудностью применения данного признака является выбор ряда 

сравнения (II), так как в теореме не указывается способ его выбора. Поэтому за ряд 

сравнения принимают ряд, который ранее был исследован на сходимость. 

Например, это может быть гармонический ряд , который расходится; 

обобщенный гармонический ряд
p

n n

1

1





, где constр : 

 

...


 3

1

2

1
1

1

1 nn

1n 11
11
 vu

2n 507090
2

1
22 ,,  vu

3n 33305770
3

1
33 ,,  vu

2n

n
n 2

1

1






1
2

1
q

1n
2

1

4

1
 2n

4

1

12

1


...


 3

1

2

1
1

1

1 nn

1n 169302
11
 vlnu , 2n

50005490
2

3
22

,,  v
ln

u 3n 33304620
3

4
33

,,  v
ln

u

nn

1

1








50 
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1 расходится  рпри  

сходится  рпри  

n
p

n                             

(29) 

 

или ряд с членами геометрической прогрессии (27), сходимость которого 

определяется условием (28). 

 Пример 26. Исследовать ряд на сходимость. 
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 Решение. а) Согласно условию (29): 15р , то ряд сходится. 

б) Здесь 1
3

1
р , то ряд расходится. 

в) В данном случае, 12р , то ряд сходится. 

г) Так как 1213 р , то ряд сходится.  

 

Иногда легче бывает применить предельный признак сравнения, суть которого 

заключается в следующей теореме. 

 Теорема 9. (Предельный признак сравнения) Если  и  – 

положительные ряды ( , )  и существует конечный предел отношения 

их общих членов  то ряды одновременно либо сходятся, либо 

расходятся.  

 

 Пример 27.Применяя предельный признак сравнения, исследовать ряд на 

сходимость: а) ;   б) . 

 Решение. а) Для данного ряда с общим членом  возьмем ряд 

сравнения с общим членом  (гармонический ряд; расходится). Так как

 следовательно, и 

данный ряд также расходится. 

n
n

u


1
n

n

v


1

0
n

u 0
n

v






 


,
; 

v

u
lim

n

n

n

0

123 2
1 




 nn

n

n 2

1
3

1 



 nn

123 2 


nn

n
u

n

n
v

n

1





















 








,
;

:
 

nn

n
lim

nnn

n
lim

v

u
lim

nn
n

n

n

0

3

1

123

1

123 2

2

2



51 
 

 б) В качестве ряда сравнения возьмем обобщенный сходящийся 

гармонический ряд  , так как .13р Вычисляя предел

 заключаем, что исходный ряд 

также сходится. 

 

Задание № 11. Исследовать ряд на сходимость, применяя признаки сравнения: 

 

1.  (сход.); 2. (сход.); 3. (сход.); 

 

4. (расход.); 5. (сход.); 6. (расход.); 

 

7. (расход.); 8. (расход.); 9. (расход.); 

 

10. (сход.); 11. (сход.); 12.  (расход.). 

 

  

II. Признак Даламбера.   

 

Теорема 10. Пусть дан положительный ряд  ( ) и существует 

предел отношения последующего члена к предыдущему при : . 

Тогда: а) при  ряд сходится; б) при  ряд расходится; в) при  вопрос о 

сходимости ряда остается нерешенным. 

 При  к данному ряду следует применить другой признак. 

 Таким образом,  
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Замечание 5. Признаком Даламбера, как правило, пользуются тогда, когда 

общий член  данного ряда  содержит либо факториалы, либо показательные 

функции переменной n, либо комбинации первых со вторыми. 

 

 Определение 10. Факториалом называется произведение натуральных чисел, 

начиная от 1 до n включительно и обозначается: , т.е . 

 Например, . 

 

Пример 28. Исследовать ряд на сходимость, применяя признак Даламбера:  

а) ; б) . 

 

 Решение. а) Общий член ряда содержит факториал, значит будем применять 

признак Даламбера.  

Зная n-ый член ряда, находим следующий за ним ( )-ый член, заменяя в 

формуле общего члена n на , т.е. 

 

; . 

 

Находим предел отношения  к  члену: 

 

 

 

Так как , то данный ряд расходится. 

 б) Здесь общий член  содержит показательную функцию . 

Следовательно, для исследования на сходимость указанного ряда применим признак 

Даламбера. Найдем . Тогда  

 

, 

 

следовательно, исходный ряд расходится. 
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Задание № 12. Исследовать ряд на сходимость, применяя признак Даламбера: 

 

1.  (сход.); 2.  (расход.); 3.  (сход.); 

 

4.  (сход.); 5.  (сход.); 6.  (расход.); 

 

7.  (сход.); 8.  (расход.); 9.  (сход.); 

 

10.  (расход.); 11.  (расх.); 12.  (сход.). 

 

 III. Радикальный признак Коши.  

 Теорема 11 . Если для положительного ряда  ( ) существует 

предел корня n-ой степени из общего члена при , т.е. . Тогда: 

а) при  ряд сходится; б) при  ряд расходится; в) при  вопрос о 

сходимости ряда остается нерешенным. 

При  к данному ряду следует применить другой признак. 

 

Таким образом, 
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Замечание 6. Радикальным признаком Коши, как правило, пользуются тогда, 

когда общий член ряда  можно представить в виде: , т.е. находится 

в степени, кратной числу n. 

 

 Пример 29. Исследовать ряд на сходимость, применяя радикальный признак 

Коши: а) ; б) ; в) . 
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 Решение. а) Так как общий член ряда можно представить как 

. Тогда, применяя указанный признак, получим: 

 

 Следовательно, данный ряд расходится. 

 

 б) Общий член исследуемого ряда стоит в степени, кратной n. Поэтому по 

теореме 11 имеем: 

?? 

 

 Вопрос о сходимости ряда остается открытым. Применим достаточный 

признак расходимости ряда. 

 

 

 

. 

 в) Общий член ряда представим в виде: . Тогда 

. 

 

Задание № 13. Исследовать ряд на сходимость, применяя радикальный признак 

Коши: 

 

1. (сход.); 
2. (расход.); 3. (сход.); 
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4. (расход.); 5. (сход.); 6. (сход.); 

7. (расход.); 8. (расход.); 9. (сход.); 

 

10. (сход.); 11.  (сход.); 

12. (расход.). 

 

IV. Интегральный признак Коши. 

 

 Определение 11. Функция  называется производящей функцией ряда 

, если .  

 Теорема 12. Пусть для положительного ряда  ( ) производящая 

функция  положительна, непрерывна и монотонно убывает на полуотрезке 

. Если несобственный интеграл сходится, то сходится и ряд 

; если  расходится, то данный ряд также расходится.  

Замечание 7. Этим признаком, как правило, пользуются тогда, когда легко 

можно вычислить несобственный интеграл от производящей функции  на 

промежутке .  

 

 

Пример 30. Исследовать ряд на сходимость, применяя интегральный признак 

Коши: а) ;     б) . 

 

 Решение. а) 1 шаг: составим производящую функцию , заменив в общем 

члене n на х, т.е. .  Для  выполняются три условия: она 

положительна на , т.к. х принимает значения натурального ряда: 1, 2, 3 и 

т.д.; непрерывна, т.к. определена и непрерывна на всей числовой прямой, кроме 

; и, наконец, монотонно убывает, т.к. при . 

 2 шаг: вычислим несобственный интеграл I рода: 
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, 

 

 3 шаг: заключаем, что и данный ряд также расходится (по теореме 12). 

 б) 1 шаг: производящей функцией данного ряда будет  

 

, которая также положительна, непрерывна и монотонно 

убывает на .  

 

 2 шаг: Исследуем на сходимость несобственный интеграл I рода 

 

. Вычисляя сначала неопределенный интеграл

 методом подстановки, положив , получим: 

 

. 

 

Тогда несобственный интеграл:  

 

, 

 

 

 3 шаг: исходный ряд также сходится. 

 

Задание № 14. Исследовать ряд на сходимость, применяя интегральный  

признак Коши: 

 

1. (расход.); 2. (сход.); 3. (сход.); 

 

4. (расход.); 5. (расход.); 6. (сход.); 
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7.  (расход.); 8. (расход.); 9. (расход.); 

10. (расход.); 11. (расход.); 12. (сход.). 

 

 

3.4 Знакочередующиеся ряды 

 

 Определение 12. Числовой ряд называется знакочередующимся, если в нем 

после каждого положительного члена идет отрицательный или наоборот. 

 Знакочередующийся ряд имеет вид: 

 

                             ,                      (32) 

где . 

 Для исследования на сходимость ряда (32) применяют признак Лейбница. 

 

Теорема 13. (Признак Лейбница) Если члены знакочередующегося ряда (32) 

убывают по абсолютной величине, начиная с некоторого номера  ,1k , т.е. 

......
1





nkk

uuu  и предел его общего члена при n  равен нулю, т.е.

, то ряд (32) сходится, а его сумма S по абсолютной величине не 

превосходит абсолютной величины первого члена, т.е. . 

 

Замечание 8. Если хотя бы одно из условий признака Лейбница не 

выполняется, то знакочередующийся ряд будет расходящимся. 

 

 Замечание 9. На практике, в применении рядов (сходящихся) обычно 

ограничиваются несколькими их первыми членами. Ошибка при замене суммы 

знакочередующегося ряда, удовлетворяющего условиям признака Лейбница, 

суммой нескольких первых членов, меньше абсолютного значения первого из 

отброшенных членов. 

 Для знакочередующегося ряда (32) составим ряд из абсолютных величин: 

 

                                        .                                  (33) 

 

 Примем следующую теорему без доказательства.  

 

 Теорема 14. Если сходится ряд (33), то сходится и ряд (32). 
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 Определение 13. Если сходится ряд (33), то ряд (32) называется абсолютно 

сходящимся. 
 

 Определение 14. Если ряд (33) сходится, а ряд (32) расходится, то ряд (32) 

называется условно сходящимся. 
 

 Пример 31. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

знакочередующийся ряд:  

 

а) ; б) ; в) . 

 

 Решение. а) Данный ряд называется рядом Лейбница. Проверим условия 

теоремы 13. Для начала составим ряд из абсолютных величин: 

 

. 

 Члены ряда из абсолютных величин убывают, так как и 

. Следовательно, данный ряд, согласно признаку Лейбница, сходится. 

 Чтобы установить, какая эта сходимость, абсолютная или условная, 

необходимо исследовать на сходимость ряд из абсолютных величин. 

 Поскольку, ряд из абсолютных величин  является гармоническим рядом, 

который, как известно, расходится, то по определению 14 ряд Лейбница сходится 

условно. 

 б) Составим ряд из абсолютных величин. Ясно, что он будет иметь те же 

члены, что и данный ряд, только со знаками «+», т.е. 

 

. 

 

Члены ряда из абсолютных величин убывают: и . 

Следовательно, исходный ряд сходится по признаку Лейбница. Так как ряд 

является обобщенным гармоническим и сходится ( ), то данный ряд 

сходится абсолютно. 

 в)  Рядом из абсолютных величин для данного знакочередующегося ряда 

будет: 
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, 

 

члены которого монотонно возрастают, так как . Условие признака 

Лейбница не выполняется, значит исследуемый ряд расходится. 

 

Задание № 15. Исследовать на абсолютную / условную сходимость 

знакочередующийся ряд: 

 

1. ; 

(cход. условно) 

2. ; 

(cход. абсолютно) 

3. ; 

(cход. абсолютно) 

 

4. ; 

(cход. абсолютно) 

5. ; 

(cход. абсолютно) 

6. ; 

(cход. абсолютно) 

 

7. ; 

(cходится условно) 

8. ; 

(cход. абсолютно) 

9. ; 

(cход. абсолютно) 

 

10. ;  

(Ответ: cход. условно) 

11. ; 

(cход. абсолютно) 

12. . 

(раcходится) 

 

 

Контрольные вопросы 

1. Что называется числовым рядом? 

2. Какой ряд называется сходящимся? Расходящимся? 

3. Что называется суммой сходящегося числового ряда? 

4. Сформулировать необходимый признак сходимости ряда. 

5. Что называется положительным числовым рядом? 

6. Сформулировать достаточный признак расходимости ряда. 

7. Сформулировать достаточные признаки сходимости положительных числовых 

рядов: признаки сравнения; Даламбера; радикальный и интегральный признаки 

Коши.  

8. Какой ряд называется знакочередующимся? 

9. Сформулировать признак Лейбница сходимости знакочередующихся рядов? 

10. Что называется абсолютной и условной сходимостью ряда? 
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Раздел IV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ   УРАВНЕНИЯ  

 

4.1 Задачи, приводящие к понятию дифференциального уравнения 

 

Пример 32.  (Модель развития популяции) Пусть имеется некоторая 

популяция рыб (совокупность особей одного вида),  биомасса которой равна       

)(ty , в начальный момент времени биомасса равна 
0

)0( уy  . Предположим, что 

биомасса популяции пропорциональная имеющейся биомассе, т.е. )(tykv  , k  – 

коэффициент пропорциональности.   Скорость уменьшения биомассы происходит за 

счет возникающих явлений самоотравления и пропорциональная квадрату наличной 

биомассе, т.е. )(2 tуv   ,   – коэффициент пропорциональности. 

Тогда суммарная скорость изменения количества биомассы будет равна
2уykу   . Найдем закон изменения биомассы популяции рыб. 
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Интегрируя  ДУ, получим 
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По понятным соображениям 

k

у 0 , следовательно, 






   1ktСе
k

у


  

есть закон изменения биомассы. 

Ответ: 






   1ktСе
k

у


. 

Пример 33. (Случай в заповеднике) 

При обходе заповедника егерь обнаружил тушу убитого кабана. Ее осмотр 

показал, что выстрел браконьера был точным и кабан убит наповал. Рассудив, что 

браконьер должен вернуться за добычей, егерь решил дождаться его, укрывшись 

недалеко от того места, где лежала туша. Вскоре показался человек, прямо 

направляющийся к убитому животному. Задержанный всячески отрицал свою 

причастность к браконьерству. Однако у егеря уже были косвенные улики их 

виновности, но для ее полного доказательства следовало еще уточнить  время, когда 

был убит кабан, если известно, что в момент задержания неизвестного температура 
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туши кабана была равна С34 , а спустя через час составляла С30 ; в  момент 

выстрела кабана его температура была равна С37 , а температура воздуха – С20 .  

Решение. Определить время, когда был убит кабан, можно с помощью закона 

охлаждающегося тела и составления дифференциальной модели. 

Дифференциальная модель – это дифференциальное уравнение, описывающее 

реальное природное явление или процесс. 

Обозначим через )(tQ  – температуру туши в момент времени t , 
0

Т  – 

температуру окружающей среды, k – положительный коэффициент 

пропорциональности. Тогда  согласно указанному закону: скорость охлаждения тела 

в воздухе пропорциональна разности между температурой тела и температурой 

воздуха. Пусть за время t , температура туши кабана охладилась на

  tTQkQ 
0

. Переходя к пределу при бесконечно малом 0t ,   получим 

дифференциальное уравнение (ДУ) 

 

 
  





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tTQk
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t
Q
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tt 0

0

00
)(  

 

      TQk
dt

dQ
0

 dtTQkdQ
0

 . 

 

Полученное выражение является дифференциальной моделью изменения 

температуры убитого кабана. Следует отметить, что в данном процессе температура 

воздуха могла оставаться неизменной, а могла меняться с течением времени.   

Возьмем во внимание первый вариант, т.е.  СТ 20
0
 . Тогда общим решением ДУ  

будет являться функция ktCetQ  20)( . Началом отсчета времени примем время 

задержания неизвестного; определим начальные условия: 34)0( Q , 30)1( Q . 

Решив систему







 



,3020

3420
kСe

С
получим 14С  и 34,0k . Тогда частным  

решением будет tetQ 34,01420)(  . Поскольку температура туши кабана в 

момент выстрела была равна С37 , то te 34,0142037  , откуда определяем 

время выстрела в кабана 3,1t ч. 

Ответ: 3,1 . 

 

Пример 34. На молочно-товарной ферме используется доильный аппарат (рис. 

17), состоящий из четырех стаканов с присосками и емкости для конечного сбора 
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молока, куда стекается молоко по млечным трубкам при помощи поршневого 

насоса. Определить, через какое время наполнится третья часть бидона, если 

диаметр нижнего основания равен 40см, верхнего – 20 см, высота цилиндрической 

части – 40см, а общая высота составляет 60 см, при этом молоко стекается в бидон 

через отверстие радиусом 0,8см?   

Решение.   

 
 

Рис. 17 Доильный аппарат 

20 

         у 

 

                                               20 

 

 

h                                        40  

 

 

                                                                 х 

                         40     

 

 Рис. 18 Сечение доильного аппарата   

 

Для начала найдем объем бидона. Так как он состоит из двух частей: цилиндра 

и усеченного конуса (рис. 18), то нужно найти сумму объемов частей.  

32
1

2 50240402014,3 см hRцV  . 

 

  3222 14653100200400
3

2014,3

3
см rRrR

h
V

ус/к



 










. 

 Следовательно, объем бидона равен 364893см  . 

 

Пусть )(tVV   – объем молока в бидоне в момент времени t . Предположим, 

что через t мин уровень молока в бидоне стал на отметке h м, спустя бесконечно 

малое время t с  0t  отметка поднялась на h м (рис. 26).  

С одной стороны, за время t объем молока будет равен объему цилиндра 

радиусом R   и высотой h , т.е.  

hRVV
цил

 2 . 

С другой стороны, по формуле Бернулли tghrV  22
0
 , где – радиус 

отверстия, через которое поступает молоко в бидон. 

Приравняв одинаковые величины и перейдя к пределу при 0t , получим 

дифференциальное уравнение 

 

С
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При начальном условии 0)0( h 0С . Тогда 
2

2

0

2

2

R

tgr
h


 .

2

2
2

0

2

gr

Rh
t   


  

Бидон наполняется на третью часть, что составляет 321631см при уровне 

молока на высоте 17h см.  

 

Используя данные: мcмr 2,020  , м cм r 008,08,0
0

 ,  – для молока 

получают экспериментально, т.к. зависит от свойств молока, 2м/c g 8,9 , найдем  

 

мин
с

t


2116

6,19008,0

2,017,02
2

2





 . 

 Ответ: мин


2
 . 

 

Пример 35. Популяция некоторого вида рыбы увеличивается на 3 % в год. 

Определите, во сколько раз увеличится численность популяции рыб через 100 лет? 

Решение. Обозначим через – численность популяции рыб, тогда скорость 

изменения ее можно описать с помощью дифференциального уравнения  

 

уtу 03,0)(  . 

 

Общим решением ДУ является функция tСеtу 03,0)(  . Подставив в нее вместо 

0t , найдем численность рыб Су )0(  в начальный момент времени. Тогда через 

100 лет численность рыб станет равной 3)100( Сеу  . 

Следовательно,  найдя отношение двух величин 20
)0(

)100( 3
3

 е
с

Се

у

у
, 

определим, что через 100 лет численность рыб увеличится примерно в 20 раз.       

Ответ: 20  в  раз. 

Решая задачи физического смысла на применение законов Ньютона, в которых 

материальная точка совершает поступательное или колебательное  движение, на 

которую действуют несколько сил, например, сила тяжести, сила трения, сила 

упругости, сила натяжения нити (пружины), центростремительная сила и т.д., то 

нужно: 

1) сделать физический чертеж, согласно условию задачи, указав силы 

действия на материальную точку; 

2) записать закон Ньютона к данной системе; 

3) проектировать на оси координат рассматриваемые силы; 
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4) составить математическую модель по условиям данной задачи  и найти 

неизвестные.    

 

Пример 36. Камень массой 40 г брошен с высоты 9м.  Найдите закон 

движения камня, если на него действует тормозящая сила  сопротивления воздуха, 

пропорциональная скорости  движения;  коэффициент пропорциональности   (рис. 

19).     

Решение. Выполним рис. к задаче. 
            у 

 

                               F  

а  

 

                0                                          х 

                                gm  

Рис. 19 Движение вертикально брошенного 

вниз тела 

По второму закону Ньютона: 

Fgmam  . 

Спроектируем силы на оси координат: 
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Так как kvF  , то получим ДУ  

SmgSm    или  

gS
m

S 


. 

 

Характеристическое уравнение 02  k
m

k


  имеет корни 
m

  k


 ;0
2,1

. 

Тогда общим решением соответствующего ЛОДУ будет функция 
mteCCtS /

21
)(  . Какое-либо частное решение ЛНДУ найдем по формуле  

АtS
ч
 , откуда заключаем, что 



mg
S

ч
 ,  тогда общее решение ЛНДУ будет 

иметь вид: 


 mg
eCCtS mt   /

21
)( . Легко определить скорость падения камня 

по формуле mteC
m

tStv /
2

)()(   . Поскольку 9)0( S , то 



294,0
9

12
 СC .  
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4.2 Основные понятия и определения 

 

 Определение 15. Дифференциальным уравнением называется уравнение, 

связывающее независимые переменные, неизвестную функцию и ее производные 

или дифференциалы. 

  

 Если неизвестная функция зависит от одной переменной, то 

дифференциальное уравнение называется обыкновенным, в противном случае, 

называется уравнением в частных производных. 

 В дальнейшем, мы будем рассматривать только обыкновенные 

дифференциальные уравнения (ОДУ). 

 

 Определение 16. Наивысший порядок производной, входящей в данное 

дифференциальное уравнение, называется порядком дифференциального 

уравнения. 

 

 Замечание 10. В ОДУ независимая переменная х и неизвестная функция ув 

явном виде могут и не входить, но присутствие производной обязательно.  

 Например: а)  – ОДУ I порядка; 

б)  – ОДУ II порядка; 

в)  – ОДУ I порядка;  

г)  –  ОДУ III порядка;  

д)  – ОДУ I порядка. 

 

Решить дифференциальное уравнение – значит найти неизвестную функцию у. 

Дифференциальное уравнение обладает множеством решений. Наша задача 

заключается в том, чтобы найти аналитическое выражение решения данного 

дифференциального уравнения, которое бы охватывало все множество его решений. 

 Дифференциальным уравнением n-го порядка называется уравнение вида 

 

                                                 .                                          (34) 

 

Если из уравнения (34) удастся выразить старшую производную , то 

полученное уравнение 

                                                                                          (35) 

будет называться дифференциальным уравнением, разрешенным относительно 

старшей производной . 

 Определение 17. Решением дифференциального уравнения называется такая 

функция, которая при подстановке в данное дифференциальное уравнение, 

обращает его в тождество. 
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Определение 18. Общим решением дифференциального уравнения (35) 

называется такое решение , содержащее nпроизвольных 

постоянных С. 

 Если общее решение представить в неявном виде, то функция 

 будет называться общим интегралом уравнения (35). 

 

 Пример 37. Проверить, является ли функция  решением 

дифференциального уравнения .  

 Решение. Для того чтобы данная функция являлась решением уравнения, 

необходимо чтобы она обращала его в тождество.  

Найдя производную этой функции  и подставив ее в левую часть 

дифференциального уравнения, заключаем, что эта функция обращает уравнение в 

тождество. Следовательно, по определению 17, она является его решением:  

.   

 

 

4.3 Дифференциальные уравнения I порядка  

 

 Если в уравнении (34) положить , то полученное уравнение 

 

                                                                                                                 (36) 

 

будет называться дифференциальным уравнением I порядка. 

Уравнение 

                                                                                                          (37) 

 

называется дифференциальным уравнением I порядка, разрешенным 

относительно производной . 

 Иногда требуется из всех решений дифференциального уравнения I порядка 

найти такое решение, которое бы удовлетворяло условию: 

 

                                                             .                                                       (38) 

 

Условие (38) называется начальным условием или условием Коши для уравнения 

(37). 

Определение 19. Общим решением уравнения (37) называется функция 

, содержащая одну произвольную постоянную С и удовлетворяющая 

условиям: 1)  является решением уравнения (37) при каждом 

фиксированном С; 2) каково бы ни было начальное условие (38), можно найти такое 

значение , что функция  будет удовлетворять условию (38). 

 Если общее решение представить в неявном виде, то функция  

будет называться общим интегралом уравнения (37). 
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При наличии условия (38) получаем задачу Коши – задачу нахождения 

частного решения дифференциального уравнения (35), удовлетворяющего условию: 

при , . 

Задача Коши для дифференциального уравнения (37) имеет вид: 

 

                                                                                                                 (39) 

 

Определение 20. Частным решением дифференциального уравнения (37) 

называется такое решение, которое получается из общего  при 

некотором вполне определенном значении постоянной С.  

Чтобы найти частное решение уравнения (37), нужно сначала найти общее 

решение, а затем, воспользовавшись условием Коши, найти произвольную 

постоянную С. Найденное значение С подставить в общее решение. 

График частного решения дифференциального уравнения называется 

интегральной кривой. Графики общего решения дифференциального уравнения 

образуют семейство интегральных кривых.  

Найти частное решение, удовлетворяющее начальным условиям, 

геометрически означает, что из семейства интегральных кривых, которое 

соответствует общему решению , надо найти ту единственную кривую, 

которая проходит через точку  плоскости хОу.  

Пример 38. Найти частное решение дифференциального уравнения , 

удовлетворяющее начальному условию: . 

Решение. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что функция  

является его общим решением. Чтобы найти частное решение, воспользуемся 

условием Коши: , т.е. при  функция . Подставив эти значения в 

формулу общего решения, получим уравнение: , откуда . 

Следовательно,  есть частное решение, которое удовлетворяет начальному 

условию. Общему решению  соответствует семейство гипербол, а частному 

решению соответствует одна из них, которая проходит через точку  (рис. 

20). 

 

Одним из способов решения дифференциального уравнения является 

интегрирование.  
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Если решение дифференциального уравнения  удалось найти с помощью 

интегрирования, то говорят, что оно найдено в квадратурах. 

Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений I порядка, 

разрешаемых в квадратурах. 

                                                              у 
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Рис. 20 График функции
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4.3.1  Дифференциальные уравнения I порядка с разделенными переменными 

 

 

 Рассмотрим дифференциальное уравнение (37). Пусть функцию 

можно подобрать так, чтобы выполнялось равенство: 

 

                                                         .                                             (40) 

 Известно, что 

                                                                 .                                                          (41) 

Подставляя в уравнение (37) правые части выражений (40) и (41), получим 

 

 

или  

                                                 .                                         (42) 

 

Уравнение (42) называется дифференциальным уравнением I порядка в 

симметрической форме, соответствующим уравнению (37). 

Определение 21. Если в уравнении (42) функция зависит только от 

переменной х, а зависит только от переменной у, т.е.  и

, то уравнение вида 
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                                                    .                                             (43) 

 

называется дифференциальным уравнением I порядка с разделенными 

переменными.  

Интегрируя обе части уравнения (43), получим общий интеграл  

 

. 

 

 Пример 39. Найти общее (или частное) решение дифференциального 

уравнения с разделенными переменными: 

а) , ;          б) ;              в) , . 

Решение. а) Заменяя в данном уравнении  на  и умножая обе части его 

на , получим: 

. 

 

Полученное выражение есть дифференциальное уравнение с разделенными 

переменными. Интегрируя его, найдем общее решение. 

 

. 

 

Воспользовавшись начальными значениями: , , найдем вполне 

определенное значение С. Подставив его в общее уравнение, получим искомое 

частное. Итак,  

 

  – частное решение. 

 

б) Заменяя  на  и умножая обе части на , получим: 

. 

 

Интегрируя обе части последнего выражения, найдем общий интеграл. Итак,  
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Воспользовавшись начальным условием: , определим С.  

 

. 

 

 Следовательно,  есть частный интеграл.  

 

в) После аналогичных действий, указанных в п. а) и б), данное уравнение 

представится в виде: . Проинтегрировав обе части, найдем его общее 

решение. 

. 

Задание № 16: Найти общее (или частное) решение дифференциального уравнения 

I порядка с разделенными переменными: 

1.  

. 

2. 

. 

3.  

. 

 

4. . 
 

5. . 

 

6. . 

7. ,  

. 

8. , 

. 

9. , 

. 

 

10. ,

. 

11. ,  

 

. 

12. ,  

. 

 

4.3.2 Дифференциальные уравнения I порядка  с разделяющимися 

переменными 

 

 Определение 22. Если в дифференциальном уравнении I порядка в 

симметрической форме   функции  и  

являются произведениями функций, зависящих от одной переменной, т.е. 

, , то уравнение вида 
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                                        ,                                   (44) 

 

называется дифференциальным уравнениемI порядка с разделяющимися 

переменными. 

 Уравнение (44) приводится к уравнению с разделенными переменными с 

помощью разделяющего множителя , причем  и и,  

как следствие, становится разрешимым в квадратурах. 

Итак, в результате умножения на разделяющий множитель обеих частей 

уравнения (44),  будет получено: 

 

                                                      .                                         (45) 

 

Тогда общий интеграл уравнения (42) будет равен: 

 

                                                 .                                   (46)  

 

Если правая часть уравнения (37) может быть представлена в виде 

произведения двух сомножителей, один из которых не содержит переменной х, а 

другой – переменной у, т.е. , то уравнение 

 

                                                                                                               (47) 

 

также является уравнением с разделяющимися переменными с общим интегралом 

 

.           

 

Замечание 11. Деление уравнения (44) на произведение может 

привести к потере его частных решений, обращающих это произведение в нуль. 

Поэтому после нахождения общего интеграла, следует отдельно рассмотреть 

уравнения  и ; установить те решение, которые не могут быть 

получены из общего. Такие решения называются особыми. 

Определение 23. Решение дифференциального уравнения, которое не может 

быть получено из общего решения ни при одном численном значении произвольной 

постоянной С, включая , называется особым.   
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Пример 40. Решить уравнение: а) ;    б) 

. 

Решение. а) Умножим обе части уравнения на разделяющий множитель , 

причем . В результате получим уравнение:   . Заменим  на  и 

умножим полученное выражение на . 

 

. 

 

Интегрируя последнее выражение, найдем искомое общее решение. 

 

. 

 

Далее следует решить уравнение . Функция  является частным 

решением заданного дифференциального уравнения, которое получается из общего 

при . Следовательно, данное уравнение особых решений не имеет. 

 

б) Приведем данное уравнение к уравнению с разделяющимися переменными, 

умножив на разделяющий множитель ,  (при любом 

действительном ) и . 

В результате уравнение примет вид:       . 

Интегрируя последнее выражение, получим общий интеграл данного 

дифференциального уравнения. 

. 

 Согласно замечанию 11, выясним вопрос о существовании особых решений. 

 Из последнего уравнения определяем, что функция  удовлетворяет 

данному уравнению, т.е. является его частным решением, но ни при каком С не 

получается из общего интеграла. Следовательно, оно является его особым 

решением. 

 

Пример 41. Решить дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными: а) , ;             б) . 

хуу 2 011 22  dуyxхуdx )(

2

1

у

02 у х
у

у



у
dx

dy

dx

хdx
y

dу


2

С
х

у


2

1 2

Сx
у   




2

2

02 у 0у

С

ух  21

1
01 2  х

х 0у

0
1

1 2




dyy
yx

хdx
)(

0
2

1
2

2  C
y

ylnх

0у

ухуу  21 01 )(у 01  ууху )(



73 
 

Решение. а) Заменим   на  и умножим обе части уравнения на : 

 

. 

Разделяя переменные х и ус помощью разделяющего множителя , (  

и  при любом действительном у)   и интегрируя выражение, найдем общее 

решение. 

 

 

 

. 

 

Используя условие Коши: , подставляем в общее решение  и , 

определяем значение произвольной постоянной С: . 

Подставляя  в общее решение, находим частное решение . 

 

 б) Заменим  на  и умножим обе части уравнения на : 

 

. 

 

При помощи разделяющего множителя  (  и ) приведем данное 

уравнение к виду: 

. 

 

Интегрируя, последнее выражение, найдем общий интеграл. 

 

. 

 

 Далее определим особые решения. Функция  является частным 

решением данного дифференциального уравнения, т.к. она обращает его в 

тождество, но ни при каком значении С не получается из общего интеграла, 

следовательно, оно является его особым решением. 
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Задание № 17:  Найти общее (или частное) решение дифференциального уравнения 

I порядка с разделяющимися переменными: 

 

1. 
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4.3.3 Однородные дифференциальные уравнения I порядка 

 

 Рассмотрим ДУ (37). 

 

 Определение 24. Функция  называется однородной функцией n-го 

измерения, если при умножении переменных х и у  на произвольный параметр t 

выполняется равенство: 

                                                    .                                            (48) 

 

 Например, функция  является  однородной 

функцией 3-го измерения, т.к.  

. 

 

 Определение 25. Дифференциальное уравнение (37) называется однородным 

дифференциальным уравнением I порядка, если функция  является 

однородной функцией нулевого измерения, т.е. если для функции  

выполняется равенство: 

 

                                                     .                                          (49) 
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 Например, функция  является однородной функцией 

нулевого измерения, т.к.  

 

. 

 Дифференциальное уравнение I порядка в симметрической форме  

 будет однородным, если в нем функции  и 

 будут являться однородными функциями одного и того же измерения. 

 Метод решения. Однородные дифференциальные уравнения I порядка 

решаются с помощью подстановки:  

                                                    .                                 (50)  

 

 Пример 42. Решить дифференциальное уравнение . 

 Решение. Данное уравнение представлено в симметрической форме, в которой 

обе функции ,  являются однородными 

функциями 2-го измерения, т.к. 

 

;   

 

. 

 

 Следовательно, данное уравнение является однородным. Применим для него 

выше указанную подстановку (50). Тогда уравнение примет вид: 

 

 

 

 

 

получили уравнение с разделяющимися переменными. Умножим на разделяющий 

множитель .Получим 
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Заменим  на . Тогда C
x

y
xln 

2

2

2
  – общий интеграл данного ДУ. 

 Пример 43. Решить дифференциальное уравнение . 

 Решение. Представим данное уравнение в виде уравнения (37): 

. Для того чтобы определить, является ли уравнение 

однородным, необходимо проверить, является ли его правая часть 

 однородной функцией нулевого измерения.  

 

.   

 

 Таким образом, функция  – однородная функция нулевого 

измерения, а значит данное дифференциальное уравнение является однородным. 

Применив подстановку (50) и заменив  выражением , получим: 

 

). 

 

 

 

). 

 

 

 

– общее решение. 
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4.3.4  Линейные дифференциальные уравнения I порядка 

 

 Определение 26. Дифференциальное уравнение I порядка называется 

линейным, если оно содержит искомую функцию у и ее производную в первой 

степени. 

 Общий вид такого уравнения: 

 

                                                             ,                                            (51) 

 

где функции  и  известные непрерывные на некотором промежутке 

  функции (в частности, они могут быть постоянными). 

 Метод решения. Линейные ДУ I порядка решаются с помощью подстановки: 

 

                      ,   .                                              (52)

  

                                                  
dx
duu  ,  

dx
dvv    

 
 

Выполнив соответствующую подстановку для у  и у  в уравнении (51), получим 

 

)()()()( xQvxPvuvu    xQuvxPvuvu  






 . 

 

Поскольку одна из функций u  или v  может быть выбрана произвольно, так как 

лишь произведение uv   должно удовлетворять данному ДУ (51), в данном случае, за 

v принимают любое частное решение уравнения 0)(  vxPv . 

Тогда получим систему двух уравнений. 
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Таким образом, общее решение ДУ (51) имеет вид  
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   CdxexQеу dxxPdxхР )()( )( .                                       (53) 

 Пример 44. Решить уравнение: а) ; б) .  

 Решение. а) Разделим обе его части уравнения на х:  

. 
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В нем , . К полученному уравнению применим подстановку 

(52). В результате чего оно примет вид: 

 

 

Группируя второе и третье слагаемые, получим: 

 

. 

Выберем функцию v так, чтобы выражение в скобке равнялось нулю, т.е.  

 

                                                              

.                                                         (**)                      

Тогда уравнение примет вид: 

                                                                   .                                                   (***) 

 

Решим уравнение (**). Оно является уравнением с разделяющимися 

переменными, где . Его частным решением является функция , 

получающееся из общего при конкретном значении . 

Подставляя  в уравнение (***), находим вторую неизвестную функцию 

u. 

. 

 Таким образом, искомое общее решение заданного уравнения примет вид: 

. 

 

 б) Данное уравнение является линейным. Поэтому, применяя подстановку 

(52), получим  

 
или  

. 

 

Последнее уравнение равносильно системе: 
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 Решая первое уравнение системы, получим , которое получается из его 

общего решения при . 

 Подставляя  во второе уравнение системы, получим: 

. 

Отсюда, разделив обе части на , будем иметь уравнение с разделенными 

переменными, имеющее общее решение . 

 Следовательно, искомым общим решением данного уравнения будет 

. 

 

 4.3.5  Уравнение Бернулли 

 

 Определение 27. Дифференциальное уравнение I порядка называется 

уравнением Бернулли, если оно представимо в виде: 

 

                                                     ,                                              (54) 

 

где  и  известные непрерывные функции на некотором промежутке   ва;  

функции;    1;0\;  n  . 

При  получим линейное ДУ (51), а при  – уравнение с 

разделяющимися переменными.  

Метод решения. 
1 способ. Уравнение (54) решается так же, как и линейное ДУ 1-го порядка с 

помощью подстановки (52). 

2 способ. Уравнение (54) можно решить и с помощью подстановки 

 

                                                              
1 nyt .                                                            (55) 

 

Пример 45. Найти частное решение дифференциального уравнения

, удовлетворяющее условию: . 

Решение. Приведем данное уравнение к виду (51), разделив обе части его на х. 

Тогда получим:  

. 

 

 К получившемуся уравнению применив подстановку (52): 
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    vu
x

x

x

uv
vuvu 


 221

. 

 

Последнее уравнение равносильно системе: 

 

 

Решив первое уравнение системы, получим его частное решение . Подставив 

его во второе уравнение системы вместо v , получим: 

 

. 

 

Интегрируя последнее выражение, найдем функцию u. 

. 

 

 Таким образом, общим решением данного дифференциального уравнения 

будет функция . Подставляя в него начальные значения:  и 

, получим частное решения. 

;    – частное решение. 

 

Задание № 18: Найти общее (или частное) решение 

дифференциального уравнения I порядка: 
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7. . 

 

8. . 9. . 

 

10. . 
11. . 

12.  . 

 

13. , . 
14. ,  

 

. 

15. ,  
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16. , 

. 
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2/2)4/( у . 

18.
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3
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4.3.6  Уравнение в полных дифференциалах 

 

 Определение 28. Уравнение     0,,  dyухNdxуxМ  

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть является 

полным дифференциалом некоторой функции  ухF , , т.е. если  

 

    ),(,, yxdFdyухNdxуxМ  . 

 

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах имеет вид   CухF , . 

 

Теорема 15. Пусть функции  уxМ ,  и  ухN , определены и непрерывны в 

некоторой области Dплоскости хОу и имеют в ней непрерывные частные 

производные
 
у

уxМ


 ,
 и  

 
x

уxN


 ,
. 

 Для того, чтобы выражение    dyухNdxуxМ ,,   представляло собой  

полный дифференциал, необходимо и достаточно, чтобы во всех точках области 

Dвыполнялось условие 
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Доказательство. Докажем необходимое условие. 

Пусть      ),(,, yxdFdyухNdxуxМ  . Покажем, что 
х
N

у
М







. 

х
уух

1
2  12)1( 2  хуух хеуу 

sinxуctgxу  2
2 хехуу 

ххуух 

у

x

х

у
у  11 )(у

1 хуух

02  )(у

хехуух  32

01 )(у

xcos
уtgxу

3

1


20 )(у
cosx

y
уtgxу

2





82 
 

Поскольку 
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Докажем достаточное условие данной теоремы.  
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Пусть для функции  ухF ,  выполняется первое 

условие системы, т.е. ),( yxM
x

F





.  Проинтегрируем выражение по переменной x . 

 

                                                      )(),(),( yсdxухМyxF .                                    (57) 

 

Необходимо подобрать функцию )(yс  так, чтобы ),( yxN
y

F





. Тогда   

    yxNусdxyxМ
у

yсdxyxМ
уy

F



























 ),()(),()(),(  

 












 dxyxМ

у
yxNус ),(),()( .                  

Следовательно, искомая функция )(yс  существует, если правая часть 

последнего выражения не зависит от x . В этом можно убедиться, найдя 

производную от него по x .  
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Подставив правую часть )(yс в (57), найдем искомую функцию  ухF , .  
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А общий интеграл данного ДУ примет  вид 

 

                                 

  СdydxyxМ
у

yxNdxyxМ 





















),(),(),( .                 (59) 

 

Пример 46. Решить ДУ 02)21( 22  xdyycosdxxsinу . 

Решение. Проверим выполнимость условия (56). Выпишем функции 

xsinуухМ 21),( 2 , xycosyxN 22),(  . Найдем частные производные 

 

xуsinxsinу
у

ухМ

у

2221
),( 2 



















; 

xysinsinxcosxy
х

yxN
22)(22

),(





. 

Условие (56) выполняется, следовательно, данное уравнение является 

уравнением в полных дифференциалах. 

Найдем такую функцию  ухF , , для которой 

























.2
),(

21
),(

2

2

xуcos
у

ухF

xsinу
x

ухF

 

 

Проинтегрируем первое уравнение системы по переменной  x . 

 





 













  dxxsinуdx

x

ухF
21

),( 2
 

                                                                              

)(2
2

),(
2

ycxcos
y

xyxF  .                                  (*) 

 

Далее применим второе условие системы. Для этого найдем производную от 

функции  ухF , по переменной у  и приравняем ее к правой части второго 

уравнения системы. 

)(2)(20
),(

yсxуcosycxуcos
у

yxF





. 

Следовательно, 

xуcosycxуcos 22)(2  . 

Выразим )(yc , получим 














 xcosxcosуxуcosxуcosyc 22 2222)( . 

Проинтегрируем полученное ДУ по переменной у . 
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 
С

yxcosxcos
ydyxcosxcosyc

~

2

22
22)(

22
2 


 







 . 

Подставив )(yc в выражение (*), найдем искомую функцию  ухF , . 

Итак,  

С
yxcosxcos

xcos
y

xyxF
~

2

22
2

2
),(

22
2



















. 

 

Общим интегралом данного ДУ является выражение 

 

С
yxcosxcos

xcos
y

x 

















2

22
2

2

22
2

. 

 

 

Задание № 19:Найти общий интеграл  

уравнения в полных дифференциалах: 

 

1. 0)()( 32  dyyеdxуех хх . 7.  0)3())15(8( 423  dyeхуdxухsin y . 

2. 0)2()( 23  dysinyхуdxух . 
8.  036

5

5
)52( 



















dyycos
ln

dxух
х

х . 

3. 03
2

2
)22( 4 



















dyу
ln

dxух
х

х . 

 

9.  0)4()92( 2  dyysinхdxху . 

4. 0)2()(  dyxdxylnх . 

 
10.  0)34()34(  dyхdxу ух . 

5. 0)31()( 232  dyхуdxух . 

 

11. 0)()3(  dycosyхdxух . 

6. 0)3()1(  dyхcosуdxsiny . 12.  0)()7( 322  dyyухdxxухtg . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Что называется дифференциальным уравнением? Привести примеры. 

2. Что называется порядком дифференциального уравнения? 

3. Что называется решением дифференциального уравнения? Общим? 

Частным? Общим интегралом? Частным интегралом? 

4. Может ли обыкновенное дифференциальное уравнение не содержать 

переменных х и у в явном виде? 

5. Что называется дифференциальным уравнением I порядка? 
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6. В чем заключается геометрический смысл общего решения 

дифференциального уравнения? Частного решения? 

7. Сформулировать задачу Коши для дифференциального уравнения I порядка. 

8.  Какие уравнения называются разрешимыми в квадратурах? 

9. Какое уравнение называется: а) с разделенными переменными; б) с 

разделяющимися переменными; в) линейным; г) уравнением Бернулли.  Указать 

способ их решения. 

10. Какое решение ДУ называется особым? 

 

 

 4.4  Дифференциальные уравнения II порядка  

 

Если в уравнении (34) положить , то полученное уравнение 

 

                                                                                                            (60) 

 

будет называться дифференциальным уравнением II порядка. 

Уравнение 

                                                                                                               (61) 

 

называется дифференциальным уравнением II порядка, разрешенным 

относительно старшей производной . 

 

Определение 29. Общим решением уравнения (61) называется функция

, содержащая две произвольные постоянные  и . 

 Функция  называется общим интегралом уравнения (61). 

Задача Коши для дифференциального уравнения (61) имеет вид: 

 

                                                                                                  (62) 

где называются начальными условиями или условиями Коши. 

 

Определение 30. Частным решением дифференциального уравнения (61) 

называется такое решение, которое получается из общего  при 

конкретных значениях произвольных постоянных  и . 

 

 

 

2n

0 ),,,( уy y xF

),,( у y xfу 

y 

),,(
21

С С xу 
1

С
2

С

0),,( С у xФ



















,)(

)(

),,(

00

00

ухy

ухy

у y xfу

 













00

00

ухy

ухy

)(

)(

),,(
21

С С xу 

1
С

2
С
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4.4.1  Линейные дифференциальные уравнения II порядка  

 

 Дифференциальное уравнение II порядка называется линейным, если оно 

содержит искомую функцию у и ее производные ,  в первой степени и не 

содержит их произведений. 

 Общий вид такого уравнения: 

 

                                                .                                          (63) 

 

 Функция  называется правой частью уравнения (63). 

 Если в уравнении (63) , то полученное уравнение  

 

                                                                                                 (64) 

 

называется линейным однородным дифференциальным уравнением II порядка. 

 Если в уравнении (63)  , то уравнение (63) называется линейным 

неоднородным дифференциальным уравнением II порядка. 

 

 Теорема 16. Если  и – решения уравнения (64), то функция 

 

                                                                                            (65) 

 

при любых значениях постоянных  и  также является решением уравнения 

(64). Для доказательства этой теоремы достаточно функцию (65) дважды 

продифференцировать и подставить в левую часть уравнения (64). В результате 

будет получено тождество. 

 

 Определение 31. Два решения  и называются линейно 

независимыми, если их отношение не является постоянным числом, т.е. 

, в противном случае, они называются линейно зависимыми. 

 Теорема 17 (О структуре общего решения линейного однородного 

уравнения).Если  и – два линейно независимых решения уравнения 

(64), то структура его общего решения определяется формулой (65). 

 

 Теорема 18 (О структуре общего решения линейного неоднородного 

уравнения).Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения (63) равно сумме общего решения соответствующего ему линейного 

однородного дифференциального уравнения (64) и какого-нибудь частного решения 

уравнения (63). 

у у 

)()()( xfухqухру 

)(xf

0)(xf

0 ухqухру )()(

0)(xf

)(ху
1

)(ху
2

)()()( хуСхуСху
2211



1
С

2
С

)(ху
1

)(ху
2

const
ху

ху


)(

)(

2

1

)(ху
1

)(ху
2
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Итак, если  есть общее решение уравнения (64), а

 – какое-нибудь частное решение уравнения (63), то  

 

                                                                                 (66) 

 

есть общее решение уравнения (63). 

 

4.4.2  Линейные однородные дифференциальные уравнения II порядка  

с постоянными коэффициентами 

 

Пусть требуется решить линейное однородное дифференциальное уравнение 

II порядка с постоянными коэффициентами (ЛОДУ): 

 

                                                       .                                                    (67) 

 По теореме 17 о структуре общего решения уравнения (67), имеем: 

 

                                             ,                                              (68) 

где  и  – линейно независимые частные решения уравнения (67). 

 Доказывается, что частные решения  и  уравнения (67) имеют вид 

, где  – корень уравнения: 

 

                                                           .                                                   (69) 

 

 Уравнение (69) называется характеристическим уравнением 

соответствующего дифференциального уравнения (67). 

 В таблице 1 указан вид общего решения уравнения (67) в зависимости от 

корней характеристического уравнения (69).              

 

Таблица 1 Общее решение ЛОДУ  

№ 

п/п 

Корни характеристического 

уравнения  

Вид общего решения ЛОДУ 

 

1 ,  –  

действительные и неравные 
 

2 ,  – 

действительные и равные 

 

3 ,  –

комплексно-сопряженные 

 

  

)()( хуСхуСу
одн 2211



у

 ухуСхуСу
неодн

)()(
2211

0 qууру

)()( хуСхуСу
одн 2211



)(ху
1

)(ху
2

)(ху
1

)(ху
2

kxеу  k

02  qpkk

02  qpkk 0 qууpу

0D Rkk 
21

xkxk

одн
еСеСу 2

2
1

1


0D Rkk 
21 )(

21
1 хССеу

xk

одн


0D ik  
2;1  xsinСxcosСеу x

одн


21

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Пример 47. Решить линейное однородное дифференциальное уравнение II 

порядка с постоянными коэффициентами: а) ; б) 

; в) ; г) , ,  . 

 Решение. а) Составляем соответствующее характеристическое уравнение 

. Его корни  и  действительные и неравные. 

Следовательно, по случаю 1 из табл. 1, общее решение данного дифференциального 

уравнения будет иметь вид:  

. 

б) Составляем характеристическое уравнение . Его корни 

 действительные и равные. Следовательно, по случаю 2 из табл. 1, общее 

решение будет иметь вид:  

. 

в) Составляем характеристическое уравнение . Его корни 

 комплексно-сопряженные. Следовательно, по случаю 3 из табл. 1, 

общее решение будет иметь вид:  

. 

г) Составляем характеристическое уравнение . Его корни 

 – комплексно-сопряженные. Следовательно, по случаю 3 из табл. 1, 

положив , , получим общее решение данного уравнения:  

. 

 Далее, воспользовавшись условием Коши:  и , найдем 

частное решение. Для этого необходимо вычислить . 

Подставив в  и  начальные значения: ,  и , получим 

систему, из которой определим постоянные  и . 

 

 

 

Следовательно, искомое частное решение данного уравнения будет таким: 

 

. 

 

Задание № 20: Решить самостоятельно следующие дифференциальные уравнения: 

 

1. . 2. . 3. . 

 

0152  ууу

02510  ууу 0134  ууу 04  уу 10 )(у 40  )(у

01522  kk 5
1

k 3
2
k

хх
одн

еСеСу 3
2

5
1

 

025102  kk
5

11
 kk

хх
одн

хеСеСу 5
2

5
1



01342  kk
ik

 
32

21


;

)( хsinСxcosСеу х
одн

33
21

2 

042 k
ik

 
2

21


;

0 2

хsinСxcosСу
одн

22
21



10 )(у 40  )(у

xcosСxsinСу
одн

2222
21



одн
у

одн
у 0х 1у 4у

1
С

2
С


























.2

1

42

1

2

1

2

1

С

С
      

С

С

хsinxcosу
частн

222 

023  ууу 04  уу 03  уу
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4. . 5. . 6. . 

 

7. . 8. , 

, . 

9. ,  

,  . 

 

10. , 

, . 

11. , 

, . 

12. , 

, . 

 

 

4.4.3 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения II порядка 

с постоянными коэффициентами 

 

 Пусть требуется решить линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение II порядка с постоянными коэффициентами (ЛНДУ): 

 

                                                       .                                              (70) 

 

 По теореме 18 о структуре общего решения уравнения (70), имеем: 

 

                                                                          члодулнду
ууу  ,                                                 (71) 

 

где
лоду

у  – общее решение соответствующего ему однородного уравнения 

(находится из табл. 1 в зависимости от корней характеристического уравнения), а  

ч
у –  какое-либо частное решение уравнения (70), которое определяется по виду его 

правой части, т.е. по .  

 В таблице 2 указан вид частного решения
ч

у  уравнения (70) в зависимости от 

его правой части .  

 

      Таблица 2. Частное решение ЛНДУ 

 
№  Вид правой части  Случаи  

Вид частного решения  

1 axf )(  а) ,  

б)  или 

 

а) А
ч

у   

б)  Ах
ч

у   

2  а) ,  

б)  или 

 

а) ВАх
ч

у   

б)   ВхАхВАхх
ч

у  2  

3 
 

а) ,  

б)  или 

а) СВхАх
ч

у  2  

022  ууу 044  ууу 096  ууу

0136  ууу 02  ууу

30 )(у 00  )(у

052  ууу

20 )(у 00  )(у

0168  ууу

30 )(у 20  )(у

0 уу

20 )(у 30  )(у

022  ууу

2)(у 3 )(у

)(xfqууру 

)(xf

)(xf

)(xf у
0

1
k 0

2
k

0
1
k

0
2
k

вахxf )( 0
1
k 0

2
k

0
1
k

0
2
k

свхахxf  2)( 0
1
k 0

2
k

0
1
k
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б) 








 СВхАхх

ч
у

2
 

 

4 
 - 

многочлен n-ой степени 

а) ,  

б)  или 

 

а) DСxnВхnАх
ч

у  ...1  

б) 







 DСxnВхnАхх

ч
у ...1  

 

 

5 

 

 

а) ,  

б)  или 

 

в)  

а) тхАе
ч

у   

б) тхАхе
ч

у   

в) тхеАх
ч

у 2  

6  

 

 

а) ,  

б)  или 

 

 

в)  

а) тхеxnQ
ч

у )(  

б) тхеxnхQ
ч

у )(  

в) тхеxnQх
ч

у )(2  

7 
 а)  

б)  

а)  BsinnxАcosnxтхе
ч

у   

б)  BsinnxАcosnxтххе
ч

у   

8  

 

а)  

б)  

а) BsinnxАcosnx
ч

у   

б)  BsinnxАcosnxх
ч

у   

9  а)  

 

 

б)  

а) 









 sinnxxQcosnxxQтхе

ч
у )(2)(1

б) 









 sinnxxQcosnxxQтххе

ч
у )(2)(1

где  

 и  - многочлены, 

степень которых равна большей из 

степеней  и . 

 

 

10 

 

 

 

21 ч
у

ч
у

ч
у   , где

1ч
у  - частное решение уравнения 

, а 
2ч

у  - частное решение уравнения 

;  и соответствуют 

одному из случаев (1) – (8)  табл. 2. 

 

 Пример 48. Решить линейное неоднородное дифференциальное уравнение II 

порядка с постоянными коэффициентами:  

а) 76  хуу , 1)0( у , 2)0( у ; б) 12126 2  ххууу ; 

в) , 0)0( у , 1)0( у ; г) ; 

д) ,  е) ; 

0
2
k

dсxnвхnахxf  ...)( 1 0
1
k 0

2
k

0
1
k

0
2
k

mхаеxf )(

mk 
1

mk 
2

mk 
1

mk 
2

mkk 
21

mхеx
n

Рxf  )()(

mk 
1

mk 
2

mk 
1

mk 
2

mkk 
21

)()( вsinnxаcosnxmхеxf  nim
 

k 
21;

nim
 

k 
21;

вsinnxаcosnxxf )(
ni

 
k 

21;

ni
 

k 
21;

 sinnxхmPcosnxхnPmхеxf )()()(  nim
 

k 
21;

nim
 

k 
21;

)(xQ1 )(xQ2

)(x
n

Р )(x
m

Р

)()()( хfхfxf
21

 )(xfqууру
1



)(xfqууру
2

 )(хf
1

)(хf
2

хеуу 33425  )( 12102 3  хеууу х

)( sinxcosxеууу х  2322 хсоsхуу 4
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ж) . 

 

Решение. а) Найдем общее решение соответствующего однородного 

уравнения: . Характеристическое уравнение  имеет корни 

 и . Тогда общим решением однородного уравнения будет функция: 

х
лоду

еССу 
21

. 

 Правая часть данного ЛНДУ уравнения является многочленом 1-ой степени. 

Один из корней характеристического уравнения равен нулю, а именно . 

Следовательно, согласно случаю (2б) из табл. 2, частное решение
ч

у   будет иметь 

вид: ВхАху
ч

 2 . Найдем производные 
ч

у  и
ч

у  , подставим в левую часть 

заданного уравнения. 

ВАху
ч

 2 ;     Ау
ч

2   . 

 

. 

 

 Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем систему:  

 

 

 

 Таким образом, частное решение ЛНДУ будет иметь вид: хху
ч

 23 , а 

общее: ххеССу х
лнду

  2
21

3  . 

При наличии начальных условий требуется найти частное решение данного ДУ. Для 

этого найдем производную от общего решения ЛНДУ. 

 

16
2

  хеСу х
лнду

. 

 
Далее составим систему и найдем произвольные постоянные 

1
С и 

2
С . 


























.3

2

21

1

2

1

2

21

С

С
  

С

СС
 

Следовательно, частным решением данного ДУ является функция  

233 2   ххеу х
лнду

. 

б) Составим линейное однородное дифференциальное уравнение, соответствующее 

данному неоднородному: . Так как его характеристическое 

уравнение имеет корни:  и , то по случаю 1 из табл. 1 

найдем его общее решение. 

22 2323 хеууу х 

0 уу 02 kk

0
1
k 1

2
k

0
1
k

7622  хВАхА

.:

:

172

362
0

1





В             BA      x

А                       A       х

06  ууу

062 kk 2
1

k 3
2
k
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хх

лоду
еСеСу 3

2
2

1
  . 

Составим общий вид частного решения  ЛНДУ по виду правой части .  

Правая часть данного ЛНДУ является многочленом второй степени: 

. Так как  и , то частное решение будем искать в 

виде многочлена той степени, какой является правая часть, т.е. в виде: 

СВхАху
ч

 2  (случай (3а) табл. 2). Поскольку 
ч

у  является частным решением 

данного дифференциального уравнения, следовательно, оно должно удовлетворять 

ему, т.е. обращать его в тождество. Найдем производные 
ч

у  и
ч

у  : 

ВАху
ч

 2 ;     Ау
ч

2   . 

 

Подставив
ч

у , 
ч

у  и
ч

у   в левую часть данного уравнения, получим выражение:   

 
 

или  

. 

 

 Методом неопределенных коэффициентов находим постоянные А, В и С 

так, чтобы последнее равенство стало тождеством. Для этого приравниваем 

коэффициенты при одинаковых степенях переменной х. В результате получим 

систему трех уравнений с тремя неизвестными:  

 

 

 

 Следовательно, 12 2  хху
ч

. Согласно формуле (71), 

12 23
2

2
1

  ххеСеСу хх
лнду

 есть общее решение данного ЛНДУ. 

 

в) Найдем общее решение ЛОДУ . Составив характеристическое 

уравнение  и найдя его корни: ; , определим общее 

решение однородного уравнения. Согласно случаю (3) из табл. 1. имеем: 

 

xsinСxcosСу
лоду

55
21

 . 

 

у )(xf

1212 2  ххxf )( 0
1
k 0

2
k

121266622 22  ххСВхАхВАхА

121262626 22  ххСВАВАхАх )()(

.:

:

:

1162

1262

126

0

1

2







С               CВA      x

В            BA      x

2А                         A     х

025  уу

0252 k ik 5
1
 ik 5

2

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 Правая часть данного ЛНДУ соответствует случаю (5а) из табл. 2, в котором 

. Согласно этому, частное решение будет иметь вид: х
ч

Аеу 3 . 

Найдем х
ч

Аеу 33 , х
ч

Аеу 39 .   

 Подставим
ч

у и
ч

у   в левую часть данного уравнения, получим: 

 

. 

 

. 

 

 Следовательно, х
ч

еу 3 и х
лнду

еxsinСxcosСу 3
21

55  . Поскольку 

имеются начальные условия, то требуется частное решение данного ДУ. Найдем 

производную от общего решения  

 
х

лнду
еxcosСxsinСу 3

21
35555  . 

Составим систему, подставив начальные данные, решив которую, найдем 
1

С  и 
2

С . 


























.8,0

1

135

01

2

1

2

1

С

С
  

С

С
 

 Таким образом, частное решение ДУ будет иметь вид 
х

лндучастн
еxsinxcosу 3

/
58,05  . 

 

г) Находим общее решение соответствующего ЛОДУ . 

Характеристическое уравнение имеет корни . 

Следовательно, по случаю (3) табл. 1, общим решением однородного уравнения 

будет функция: 






  xsinСxcosСеу х
лоду

33
21

.  

Правая часть неоднородного уравнения соответствует случаю (6а) табл. 2, так 

как  и  есть многочлен 1-ой степени. 

Следовательно, частным решением будет функция 




  ВАхеу х

ч
3 , у которой 






  АВАхеу х

ч
333 ; 





  АВАхеу х

ч
6993 . 

Подставив
ч

у , 
ч

у  и
ч

у   в левую часть заданного уравнения и сократив на

, получим:  

. 

 Методом неопределенных коэффициентов находим, что , . 

3
21

 mkk

));((:   х любомпри  е  еАеАе хххх 034259 3333

134259  А      АА

0102  ууу

01022  kk ik
 

31
21


;

ikm
 

313
21


;

12
1

 ххР )(

03 хе
1241313  хАВАх

13

2
А

169

5
В
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Следовательно, частное решение будет иметь вид:

















169

5

13

23 хеу х
ч

 , а общее: 
























 
169

5

13

2
33 3

21
хеxsinCxcosСеу хх

лнду
. 

 

д) Находим общее решение соответствующего однородного уравнения 

. Характеристическое уравнение  имеет корни 

, тогда .  

 

Сравнивая правую часть данного уравнения со случаем (7а) табл. 2, 

заключаем, что числа  не являются корнями характеристического 

уравнения. Тогда частным решением будет  функция 




  ВsinxАсosxеу х

ч
2 . 

Найдем производные первого и второго порядков. 

 






  ВсosxАsinxВsinxАсosxеу х

ч
222 ; 

 






  ВсosxАsinxВsinxАсosxеу х

ч
44332 . 

Подставим производные в левую часть ДУ . 

 

 

 

Сократим обе части на  и преобразуем полученное выражение.  

 

. 

 

Отсюда, приравнивая коэффициенты при  и , определим неизвестные А и 

В: 

 

Следовательно, частное решение
















 sinxсosx
е

у
х

ч
3

15

13

2

 , а общее решение 

неоднородного уравнения: 
























   sinxсosx
е

sinxCcosxСеу
х

х
лнду

3

15

13

2

21
. 

022  ууу 0222  kk

ik
 

 1
21;

)( sinxСcosxСеу х
одн 21

 

inim  2

)()()

()(

sinxcosxеBsinxАcosxеBcosxAsinx

BsinxАcosxеBcosxAsinxBsinxАcosxе

хх

хх





22

22

32222

444433

02 хе

sinxсоsxBcosxAsinxBsinxАcosx 336699 

sinx соsx

.
39

15
369:

13

1
369:





В             BA      cosx

А                 AB      sinх
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е) Характеристическое уравнение   однородного уравнения  

 имеет корни . Поэтому  

 

sinxCcosxСу
лоду 21

 . 

 

 Сравнивая правую часть данного неоднородного ДУ с выражением, 

соответствующим случаю 9б табл. 2, заключаем, что  являются корнями 

характеристического уравнения;  – многочлен 1-ой степени, ; 

наивысшая степень многочленов  и  равна 1. Следовательно, частным 

решение будет функция  

 





  sinxDCхcosxВАхху

ч
)()(  

или 

 

 Дважды продифференцируем функцию
ч

у .  

sinxDCxBxAxcosxDxСхВАху
ч 



























 22 22

. 

sinxСDхCxBAxcosxDСхВхАВхАху
ч 



























 224242 22

 

 Подставим
ч

у  и
ч

у    в ЛНДУ и преобразуем полученное выражение.  

 

. 

 

 Приравнивая коэффициенты в обеих частях равенства при , ,  

и , получим систему: 

 

 

 

 Таким образом, частное решение sinxххcosxу
ч

2 , а искомое общее 

решение 

sinxхСcosxхСу
лнду 




















  2

21
. 

 

ж) Правая часть заданного уравнения представлена в виде суммы двух 

функций:  и . Согласно случаю (10) табл. 2, данное 

012 k
0 уу ik

 


21;

inim 
ххР 4

1
)( 0

2
)(хР

)(хР
1

)(хР
2

xcosxsinxСВАхcosxDСхА 4)224()242( 

sinx хsinx соsx
хсоsx

.1022

004

0022

144









B                      BC

A                           A

D                 DА

С                             С

xexf 2
1

3)( 2
1

2хxf )(
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неоднородное дифференциальное уравнение разобьем на два уравнения, а его общее 

решение будем находить в виде:  

 

                                                                 21 ччлодулнду
уууу  .                                               (*) 

 Итак,  

                                                       .                                               (**) 

 

                                                       .                                              (***)  

Решаем по отдельности каждое из неоднородных уравнений (**), (***) и 

находим их частные решения 
1ч

у  и 
2ч

у  соответственно. Общие решения 

соответствующих однородных уравнений будут совпадать. 

Характеристическое уравнение   имеет корни  . 

Поэтому хх
лоду

еСеСу 2
21

 . 

Правая часть уравнения (**) соответствует случаю (5б), в котором , 

следовательно, частное решение х
ч

Ахеу 2

1
 .  

Находим производные: х
ч

еААху 2

1
)2(  , х

ч
еААху 2

1
)44(  . Подставляем 

ч
у , 

ч
у  и

ч
у   в левую часть уравнения (**) и  определяем, что . 

Следовательно, х
ч

хеу 2

1
3 . 

Теперь рассмотрим уравнение (***). Его частное решение СВхАху
ч

 2

2
   

(по случаю (3а)). Дважды дифференцируя его, находим 
2ч

у  и
2ч

у  : 

ВАху
ч

 2
2

;      Ау
ч

2
2
 . 

Подставив
ч

у , 
ч

у  и
ч

у   в левую часть уравнения (***) и приравняв 

коэффициенты при одинаковых степенях х, получим: , , . Тогда 

5,332

2
 хху

ч
. 

Таким образом, искомое общее решение заданного неоднородного уравнения, 

согласно формуле (*) будет иметь вид: 

5,333
21

22  








 ххехСхеСу х
лнду

. 

 

Задание № 21. Решить самостоятельно следующие ЛНДУ 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами. 

 

1.  

 
2. 5323 2  ххууу . 3. . 

хеууу 2323 

2223 хууу 

0232  kk 21
21

  k
 

;
;


2
2

 
km 

3А

1А 3В 53,С

хууу 632  хеууу 323 
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4. . 5. 

. 

6. , 

, . 

 

7. , 

, . 

8. 

, 

, . 

 

9. , 

, . 

 

10.  

. 

 

11.  

,  . 

12. 

 

 

4.5 Дифференциальные уравнения высших порядков 

4.5.1 Метод вариации произвольных постоянных 

 

 Пусть дано ЛНДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами (см. уравнение 

70). Если в нем функция )(xf не является многочленом n - й степени или ее вид не 

соответствует ни одному из случаев, представленных в табл. 2 на с. 89, то оно может 

быть решено методом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа). 

Суть его заключается в отыскании частного решения ЛНДУ, если известно общее 

решение соответствующего ЛОДУ. Отметим, что данным методом решаются 

линейные неоднородные уравнения и с переменными коэффициентами.  

 Итак, пусть )(
1

ху и )(
2

ху  фундаментальная система решений 

соответствующего ЛОДУ. Тогда общее решение ЛНДУ следует искать в виде 

 

                                                
)()()()(

2211
хухСхухСу

лнду
 ,                                 (72) 

 

где функции )(
1

хС  и )(
2

хС определяются из системы уравнений 

 

                                                   














).()()()()(

0)()()()(

2211

2211

xfхухСхухС

хухСхухС
                           (73) 

 

хеууу 244 
xcosxsinуу 28244 

cosxуу 2

20 )(у 00  )(у

sinxуу  4

10 )(у 10  )(у 61810102 2  ххууу

10 )(у 230 ,)( у

xsinуу 2

1)(у 1 )(у

хsinxуу 2
)( sinxcosxеуу х  5

40 )(у 50  )(у
хехууу 2123 
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







































dx
yyW

xfу
хС

dx
yyW

xfу
хС

21

1
2

21

2
1

,

)(
)(

,

)(
)(

,                                (74) 

где 

21

21
21

,
у    у

у   у
yyW








  – определитель Вронского. 

 

 Пример 49. Найти общее  (частное) решение ДУ. 

а) 
x

уу
1

2  ; б) tgxуу  4 , 2)1( у , 1)1( у ; в) 
cosx

хе
ууу  44 .  

 Решение. а) Найдем общее решение соответствующего ЛОДУ. Корни 

характеристического уравнения 2;0
2,1

 k  .  

х
лоду

еССу 2
21

 . 

Отсюда  
   х

х

еху    ху

еху    ху

.2)(;0)(

.)(;1)(

2
21

2
21




, определитель Вронского  

  

х

х

х

е
е  

е    
yуW 2

2

2

21
2

20

1
),(  , 

х
xf

1
)(   .  

 

12

2

1
2

1

22
)( Cxln

x

dx

xе

dxе
хС

х

х

 , 

 





























 


xlnv     dv
x

dx

dxеdu    uе

x

dxе

xе

dx
хС

хх
х

х ;

2;

2

1

2
)(

22
2

22
 















































2
;

;

2 2
2

2
2

х
х

х
х

е
v   dvdxе

x

dx
du         uxln

dxxlnе
xlnе

vduuv  

2

2
2

2

1
C

x

dxе
xlnе

х
х 


 . 

 

Отсюда, как из уравнения выражаем искомый интеграл: 
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2

2)(
22

1
2

2
2

22 Cxlnе
хC   

Cxlnе

x

dxе
ххх 








. 

 

Тогда общее решение ДУ будет иметь вид 

 

22

2

2
2

2
21

хх
х

лнду

еCxlnxlnе
еССу


 . 

 

Задание № 22.Найти общее (частное) решение ДУ. 

1. 

























.1)1(

1)1(

96
2

3

у

у
х

е
ууу

х

 5. 





































.10

10

1
3

2

у

у
xcos

уу

 

9. 



















.1)0(

1)0(

2

у

у

xcoscosxуу

 

2. 
х

е
уу

х2

4  .  6. 
х

е
ууу

х5

54  .  
10. 

xхe

sinx
ууу

5
2510


 .  

3. 
хsin

уу
2

1
4  . 

 

7. tgxеуу х5 . 
11. 

х

х

е

е
уу




1
5 .  

4. xcosеууу х 2222  . 
8. 

xsin

е
ууу

х

2
52



 . 
12. xcosуу 2 . 

 

4.5.2 Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение 

порядка 

 

 

1 тип. Дифференциальное уравнениеn - го порядка вида 

 

)()( xfу n  .(54) 

Метод решения. Общее решение уравнения (54)находится n -кратным 

интегрированием функции )(xf , т.е.  

 

                                                          
ndxxfу    )(... .                                              (75) 

                                                     атьинтегриров раз n  
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2 тип. Дифференциальные уравнения, не содержащие неизвестную функцию 

у  в явном виде 

                                               

0,...,,,
)()1()(














  nkk
уyyxF  .                                        (76) 

 Метод решения. ДУ (76) решается с помощью такой подстановки, в которой 

производная функции у  низшего порядка, входящей в данное ДУ, обозначается за 

новую неизвестную функцию )(хр , т.е.  

                                                          )()( хру k  .                                                            (77) 

После соответствующих подстановок получим ДУ  kn -го порядка, т.е. порядок 

данного ДУ понизится на k  единиц  

0,...,,,
)(














 kn
рррxF . 

 3 тип. Дифференциальные уравнения, не содержащие независимую 

переменную х  в явном виде  

                                                                            

0,...,,,
)(














 n
уyyуF  .                      (78) 

 Метод решения. ДУ (78) решается с помощью подстановки 

                                                               

 
































...

)()(

)(

)(

2 yzzyzzy

yzzy

yzу

                              (79) 

При этом порядок данного ДУ понизится на единицу. 

 

 Пример 50. Найти общее  (частное) решение ДУ. 

А) 14)12( 5   xxsinу ; б) 
12 




x

у
у , 2)1( у , 1)1( у ; в) ууу  .  

Решение. а) Данное уравнение относится к 1-му типу. Следовательно, трижды 

интегрируя его, найдем общее решение. 

После первого раза интегрирования получим: 
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1

5
5

45

4
)12(

2

1
14)12( Cx

ln
xcosdxxsinу

x
x 

















. 

После второго раза интегрирования получим: 

21

2

2

5

1

5

2425

4)12(
4
1

45

4
)12(

2

1
CxC

x

ln
xsindxCx

ln
xcosу

xx






















 

  После третьего раза интегрирования получим общее решение ДУ: 


















 

dxCxC
x

ln
xsinу

x

21

2

2

5

2425

4
)12(

4

1
 

32

2

1

3

3

5

264125

4)12(
8
1 CxC

x
C

x

ln
xcos

x



. 

 

б)  Данное уравнение относится ко 2-му типу. Применим для него подстановку 

(57), обозначив наименьшую производную ру  . Тогда уравнение примет вид 











1

12
2

1

121212
lnCxlnpln

x

dx

p

dp
  

x

p

dx

dp
     

x

р
р  

 

 121212
111

xCуxCр  xClnpln  

 
2

1

3

12122
С

xхC
у 


   – общее решение. 

Далее, подставив начальные значения в функцию у  и ее производную, найдем 

произвольные постоянные 
1

C и 
2

C . 































.0

1

1

2
3

32

2

1

1

2
1

С

С
  

С

  С
C

 

 

Тогда функция 
3

122
3





 


x

у  будет  искомым частным решением ДУ. 
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в) Данное уравнение относится к 3-му типу. Применим для него подстановку 

(79). В нашем случае подстановка будет следующая: 












zzy

zу
 

 

Тогда уравнение примет вид: yz уz  zz  . Интегрируя его, найдем 

функцию z . 




















)(2

1

2

xуz      

замена обратная
C

y
z ydyz

2

1

1

1

21

2

2
2

2

2
C

C

y
arctgCy  dx

C
y

dy
    C

y
y 



 - общее решение. 

 

Задание № 23 :найти общее (частное) решение ДУ. 

 

1.























.
24

1
)1(

1)1(

)23(
12

4 2
5

у

у

x
х

у

 
5. 



































.11

11

0)1(

у

у

уух

 9. 





























.3)0(

0)0(

2
3

у

у

ууу

 

2. xxsin
х

у  )3(
3

 
6.



















.1)1(

2)1(

3

у

у

хуух

 

10. 

уууу  







2

)1( . 

 

 

3. хху х 51232  . 7. )32(
32





 xх

х

у
у .  11. 02

2
 







 ууу . 

 
 

4. 
xexcosху 22 )1(3  . 

8. 


































.2)2(

1)2(

01
23

у

у

уух

 
12. 

























1)1(

1)1(

2

у

у

у

у
у

.  
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4.5.3 Системы дифференциальных уравнений 

 

 Нормальная система ДУ имеет вид 

 

                                                  





















































,,...,,,

....

,...,,,

,...,,,

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dх

                                    (80) 

где  
n

xxx ,...,,
21

 – неизвестные системы (56), функции 
i

f , n i ,1 являются 

линейными функциями относительно 
n

xxx ,...,,
21

. 

Нормальная система ДУ решается с помощью дифференцирования одного из 

уравнений и исключением всех неизвестных, кроме одного. В результате система 

сведется к одному ДУ.  

 Пример 51. Решить систему ДУ. 

а) 



















.4

52 2

yx
dt

dy

еуx
dt

dх t

; б) 



















.2)0(,3)0(

5

у  х

sintyxy

уxх

 

Решение. а) Из второго уравнения системы выразим х  и продифференцируем 

его по переменной t , т.е.  

 

.
4

4
   

хи  хвыражений части 

  правые у в  подставим

yxy

уух





























 

 

В результате получим ЛНДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами. 

 
tt eууy   уeуууy 22 324582   – ЛНДУ. 

Характеристическое уравнение  0322  kk  имеет корни 3;1
2,1

 k  . 

Следовательно, tt еСеС
лоду

у 3
21

  . Далее найдем какое-либо частное решение 
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ЛНДУ в виде tАечу 2 .  Отсюда, найдя tАечу 22 , tАечу 24  и подставив их в 

ЛНДУ, определим 
3

1
А . Тогда 

3

2tе
чу  . Следовательно,   

3

2
3

3

2
3

21

2
3

21

t
tt

t
tt е

еСеСу   решение общее 
е

еСеСу   . 

Далее, чтобы найти общее решение х  в выражение уух 4 подставим 

правые части у  и у : ttt ееСеСх 23
21

25   . 

Таким образом, общим решением данной системы является система 





















.
3

25

2
3

21

23
21

t
tt

ttt

е
еСеСу

ееСеСх

 

 

 

 б) Аналогично,  













costyysintууycostyyxy
costyxy

sintуух
  55

 

tsinCtcosСу   ik   ЛНДУcostsintуy
лоду

22;2;4
212,1

 . 

 

ВsintАcostу  ВcostАsintу    ВsintАcostу
ччч

 . 

Выполнив соответствующую подстановку в ЛНДУ, получим  

 
 costsintВsintАcost  costsintВsintАcostВsintАcost  3344

 

13:

13:





B  sint

A  cost .
3

1

3
1

3

1
3

1

sintcostчу     

В

А

 





















 

Следовательно, общее решение .
3

1

3

1
22

21
sintcosttsinCtcosСу

лнду
  

.
3

1

3

1
2222

21
costsinttcosCtsinСу

лнду
  

Далее найдем общее решение для )(tх  

sinttcosCСtsinСCtх
3

5
2222)(

2112
 















 . 

Таким образом, общее решение системы имеет вид 
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


































.
3

1

3

1
22)(

3

5
2222)(

21

2112

sintcosttsinCtcosСty

sinttcosCСtsinСCtх

 

 

Воспользовавшись начальными условиями, найдем 
1

С  и 
2

С . 




































.
3

1
3

7

3

1
2

23

2

1

1

21

С

C

С

CС

   

Тогда  

 



















sintcosttsintcosty

sinttcostsintх

3

1

3

1
2

3

1
2

3

7
)(

3

5
232

3

13
)(

 - частное решение данной системы ДУ. 

 

Задание № 24: решить систему ДУ. 

 

1. 



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
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2
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Раздел V. ЗАДАНИЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 

Контрольная работа № 1 

Задание: найти неопределенный интеграл. 

 

В-1 

 

1) ; 

2) ; 

 

3) ; 

 

4) ; 

 

5) ; 

 

6) . 
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3) ; 

4) ; 

 

5) ; 

 

6) . 
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2) ; 

 

3) ; 

 

4) ; 

 

5) ; 

 

6) . 
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Контрольная работа № 2 
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Контрольная работа № 3 

 

Задание:1)найти общий член ряда  и проверить выполнимость 

необходимого условия сходящегося ряда; 2)-10) исследовать ряд на сходимость 

(если есть смысл – исследовать на абсолютную и условную сходимость). 
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065  ууу

03  уу
хеууу 6143612 

022  хdхdууху )(

322  хуух 11 )(у

0
x

y
уlnух

0102  ууу

02  ууу
хехууу )( 123423 

dxdуе ух 3

11 2  хуух )( 10 )(у

x

y
sin

х

у
у 

04  уу

0172  ууу

)( sinxcosxеууу х 23106 3 

хх eууе  )(1 20 )(у

1
х

у
у

22 ухуху 

06  ууу

0106  ууу
хеууу 3796 

212 хух 

03
322  хехуху 00 )(у

ухуух  2)(

049  уу

023  ууу

)( sinxcosxеууу х 454 2 
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9. а) ; . 

б) ; 

в) ; 

г) 05335 2  












 dyxcosydxsinух ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

10. а) ; . 

б) ; 

в) ; 

г) 055 32  














 dycosyxdxsinух ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

11. а) ; 

б) ;  

в) ; 

г) 055,05 22  














 dyеdxуе хх ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

12. а) ; 

б) ; 

в) ; ; 

г) 0
3

55
3

2 

























 dy
y

x
dxlnуx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

13. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 0335 22  














 dyухdxуx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) 

 

14. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 012 22  












 dyухdxxу ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

15. а) ; 

 

б) , ; 

в) ; 

16. а) ; 

б) ;  

322 уху )(  32 )(у

3412  хуух )(

у
x

у
уlnух  2

07  уу

045  ууу
хехууу 384896  )(

)( 22
1 ухеу х  10 )(у

хх
х

у
у  2

x

y
уlnх

x

y
lnух 

086  ууу

054  ууу
хеуу 5725 

012  dxxydухху )()(

хеуух  ))((1 22  еу )(

x

y
хctgуух 2

0384  ууу

03  уу

xsinxcosуу 39379 

3
7

7



у

х у

хех еуеуу  2

ух

ух
у






2

2
11 )(у

0204  ууу

0103  ууу

xcosуу 4816 

0
sinx

dy
tgydxsinх

422 хуух  01 )(у
222 ухуху 

069  ууу

0214  ууу

)( xsinxcosеууу х 22484 2  

012  хуух )(

1 lnхуух 01 )(у
222 ххууух 

032  ууу

084  ууу
хеууу 21044 

221 уууух  )(

)( уху  12 00 )(у

ухуух 22  )(

у

х
уу

2
21 

3222 уухуху  21 )(у
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г) 0332  












 dyухdxуx ; 

 

д) ; 

 

е) ; 

ж) . 

в) ; 

г) 0282 2  












 dyухdxxу ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

17. а)  ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 024 22  














 dyуухdxxу ; 

 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

18. а) ; 

б) ; 

в) ; 

г) 07254 2  












 dyухdxxу ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

19. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 0323  



















dyухdxуx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

20. а) ; 

б) ;  

в) ; 

г) 0)23(335  






 dyydxуlnx xх ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

21. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 0
5

52
5 2 


 







 dy
ln

y
dxуx

x
х ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

22. а) ; 

б) ; 

в) ; ; 

г) 02
2

3
2

























 dyу

х
dxху ; 

д) ; 

е) ; 

04012  ууу

022  ууу
хеууу 722110 

2

2

1
х

у

х

у
у 

06  уу

02910  ууу
хеууу 678 

dyехdxе yу 331  )(
хеуу  10 )(у

ухуух  )( 2

025  уу

04914  ууу
хехууу 316152 )( 

01 22  уcosху

ухух  ))(( 1

ух

у
у

1


0134  ууу

087  ууу

612243 2  ххуу

хdуdххуу  )(

0
2
 ххеуух 2/)1( еу 

x

y
lnуух 1

043  ууу

0136  ууу

)( 542 2  хеуу х

049925 22  dуухуdху )()(
3хуух  12 )(у

ухуух 33  )(

0168  ууу

01610  ууу

181625 2  ххуу

041 2  dхeуdух у)(

012  хуух 01 )(у

ух
х

ху
у 




12

0183  ууу

052  ууу

)( 46126 26  ххеуу х

0122  xdyуdxух )(
23 хеххуу 

х

у
еу ху  / 0)(еу

0136  ууу

0152  ууу
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ж) . 

23. а)  ; 

б) ; 

в) , ; 

г) 02
3

3
13 


























 dyу
ln

dxу
х

х ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

24. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 0
2

1
2

























 dyу

y

x
dxxlnу ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

25. а) ; 

б) , ; 

в) ; 

г) 012 2 


















 dyухdxxу ; 

д) ; 

е) ; 

ж) 

. 

26. а) ; 

 

б) , ; 

в) ; 

г) 0223  












 dysinухdxуx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

27. а) ; 

б) ;  

в) ; 

г) 0223  










 dysinyxdxуcosx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

28. а) ; 

б) ;  

в) ; 

г) 033 23 




















 dysinyxydxуtgx ; 

д) ; 

е) ; 

ж) , ,

. 

29. а) ; 

б) ; 

в) ; ; 

30. а) ;  

б) ; 

1068  хуу

04  хуdxdух )(

хе
х

уу 2

2


22 ухуух  21 )(у

02  ууу

0256  ууу

12554 2  ххуу

011 3232  dухуdхух )()(
хеуух  )( 01 )(у

22

2

ух

ху
у




010  уу

086  ууу

xcosеууу х 67372 

12

2




х

е
у

х

sinxуух 


 2

2















у

ухууух  22

05  уу

069  ууу
хеххууу 42 12686  )(

)( 25  xcosуу

хехухух  231)( 01 )(у

2
2

2


х

у
у

0106  ууу

044  ууу
хеууу 43245 

cosx
уctgху

2


xsinх
х

у
у 32   )(у

02 22  dухdxхуу )(

0 уу

0584  ууу

xsinуу 254 

03
2

 хdxdуух

/22ххехуу  210 /)( у

02  ухуу

0258  ууу

09  уу
38239 /хеууу  10 )(у

80  )(у

ctgyху )( 12 

хdydxху  )( 3

ухухуу  01  )(у

уlnyху  2ееу )(

хухух  32
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г) 03
1 23 































dyеxydxу
х

у
; 

д) ; 

е) ; 

ж) . 

в) ; 

г) 0325 2 




















 dyxydxу
ух ; 

д) ; 

е) ; 

ж) 

 

 

Контрольная работа № 5  

 

Задание: а)решить ДУ методом Лагранжа; б) – в) решить ДУ, допускающие 

понижение порядка; г) решить систему ДУ. 
В-1 

а)
249

2

х

е
ууу

х



 ; 

б) 



















1)0(

1)0(

32 2

y

y

уу

; 

в) 

х
ху

1
5 4 ; 

г) 























.1)0(,0)0(

24

2

у  х

ty
dt
dy

tx
dt
dx

 

В-2 

а) хх ееуу 22 1 ; 

б) 





























2)0(

1)0(

2

y

y

уух

; 

в) 232 4   xху ; 

г) 























.1)0(,0)0(

3

5

у  х

yх
dt
dy

уx
dt
dx

 

В-3 

а)

cosx

е
ууу

х2

54  ; 

б) 



















0)1(

4)1(

ln43

y

y

xух

; 

 

в) 1)2(
1

3 4
 xsin

х

у ; 

г) 



















.1)0(,0)0(

2

4

у  х

уху

уxх

 

В-4 

а) xcosуу 252  ; 

 

б) 



















2)0(

1)0(

y

y

уху

; 

 

в) 235 15   xcosеу х ; 

 

г) 



















.1)0(,0)0(

3

у  х

yху

уxх

 

В-5 

а) хх ееууу 2223 

; 

б) 



















0)0(

1)0(

y

y

cosxtgxуу

; 

в) хе

х

у 




249

3
; 

В-6 

а)
xe

sinx
ууу

2
44  ; 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Вторая часть «Интегральное исчисление функций одной переменной. 

Числовые ряды. Дифференциальные уравнения» (переработанная) учебного 

пособия «Математика», предназначенная для студентов первых курсов 

биологических направлений выстроена по схеме: 

 краткий теоретический материал изучаемого раздела (необходимее 

определения, формулы, теоремы); 

 иллюстрация решенных примеров, соответствующая разделу и 

сопровождающаяся необходимыми рисунками; 

 задания для аудиторной самостоятельной работы студентов, что способствует 

привитию навыков самостоятельной работы, а  также работы с 

математической литературой;  

 контрольные вопросы, что позволяет студентам владеть теоретическими 

знаниями раздела; 

 задания для контрольных работ (на 30 вариантов). 

Таким образом, изучение математики студентами биологических направлений 

бакалавриата Иркутского ГАУ с привлечением данного учебного пособия  на 

практических и лекционных занятиях, позволит повысить их уровень 

математической грамотности и поспособствует формированию профессиональных 

компетенций. 
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Приложения  

Приложение 1 

 

Методы интегрирования неопределенных интегралов 

 

№ 

п/п 
Вид интеграла Способ вычисления интеграла 

1  – табличный. Метод непосредственного интегрирования (при помощи табличных интегралов). 

2  – не табличный. 

Правила интегрирования: 

 

 а) Если под знаком интеграла стоит дробь, числитель которой 

равен  производной знаменателя, отличающейся с точностью, хотя бы, 

до постоянного множителя, то за t обозначают знаменатель. 

 б) Если под знаком интеграла стоит дробь, в знаменателе 

которой – функция , а в числителе – производная  без 

учета n-ой степени, отличающаяся с точностью, хотя бы, до 

постоянного множителя, то за t обозначают функцию , т.е. 

 в)  Если под знаком интеграла стоит функция )(xf n
, 

умноженная на производную от основания степени, т.е. на , 

отличающаяся с точностью, хотя бы, до постоянного множителя, то за 

t обозначают функцию , т.е. 

 г) Если под знаком интеграла стоит показательная функция 

, умноженная на производную от показателя степени, т.е. на 

, отличающаяся с точностью, хотя бы до постоянного 

множителя, то за t обозначают функцию , т.е. 

 д) Если под знаком интеграла стоит дробь, в знаменателе 

которой квадратный корень из функции , а в числителе – 

производная , отличающаяся с точностью хотя бы до 

постоянного множителя, то за t обозначают функцию , т.е. 

 

 

Метод подстановки или замены переменной:  

. 

 

а) . 

 

 

б) , Rn , 1n . 

 

 

в) , Rn , 1n . 

 

 

 

г) (в частности, ). 
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д) .  

3  – не табличный, где 

а) I тип: ; 

б) II тип: , где

– многочл.n-й степ.; 

в) III тип: ; 

г) IV тип: . 

Метод интегрирования по частям: . 

 

а) подстановка: , все остальное – за . 

 

б) подстановка: , все остальное – за . 

 

 

 

 

в) подстановка: , все остальное – за  (дважды интегрируется по частям).  

 

г) приводят к III типу при помощи подстановки: , . 

4 Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен и его 

иррациональность в знаменателе: 

(А); 

 

(В); 

 

(С); 

 

 

 

 

 

(D). 

(А): выделить полный квадрат в знаменателе, если при этом:  

а) , то приводится к табличной формуле (17); 

б) , то приводится к табличной формуле (18); 

в) , то приводится к табличной формуле (3). 

(В): выделить полный квадрат в знаменателе, если при этом: а) , то приводится к табличной 

формуле  (20); 

б) , то приводится к табличной формуле  (19). 

(С): выделить полный квадрат в знаменателе, если при этом: 

а) , то интеграл равен ; 

б) , то интеграл следует преобразовать так, чтобы можно выделить в 

числителе производную , далее полученный интеграл разбить на два интеграла, один из 

которых будет равен , другой – вида (А). 

(D): выделить полный квадрат в знаменателе, если при этом: 

а) , то интеграл равен ; 

Cxf
dtdxxf

txf   

хf

dxхf


















)(2
)(

)(

)(

)(

 dxxf )(









xxn a  e  ctgx

 tgx  cosx  sinx
xPxf

,,

,,,
)()(









xlog  lnx arcctgx

arctgx  arccosx  arcsinx
xPxf

a
n ,,

,,,
)()(

01

1

1
...)( аxаxаxаxP n

n

n

nn
 





  соsxe   sinxe xf xx ,)(

 )(),()( lnxсоs lnxsin xf 

   duvvudvudxxf )(

uxP
n

)( dv

dvdxxP
n

)( u

uхе  dv

tlnx  tех   dtеdх t


 свхаx

dx

2


 свхаx

dx

2

dx
свхаx

NМx






2

dx

свхаx

NМx






2

042  асвD

042  асвD

042  асвD
0а

0а

)( 2   свхaxNMx свхaxln 2

)( 2   свхaxNMx

вах2

свхaxln 2

)( 2   свхaxNMx свхax 22



136 
 

б) , то интеграл следует преобразовать так, чтобы можно выделить в 

числителе производную , далее полученный интеграл разбить на два интеграла, один из 

которых будет равен , другой – вида (В). 

5 Интегрирование простейших дробей: 

1) ;2) ; 

3) ;4) . 

1) ; 2) , ; 

3) см. в№ 4 интеграл вида (С);  

4) рекуррентная формула: 

. 

6 Интегрирование рациональных функций (дробей): 

 

, где  – рациональная функция. 

а) если  (дробь правильная), то  

; 

б) если  (дробь неправильная), то нужно разделить  на  «столбиком», т.е. 

представить в виде суммы целой и дробной части (правильной дроби).  

7 Интегрирование простейшей иррациональности: 

. 
Подстановка: , где  – общий знам. несократимых дробей , ,…, . 

8 Интегрированиелинейной иррациональности: 

 
Подстановка: , где  – общий знам. несократ. дробей , , …, . 

9 Интегрированиедробно-линейной иррациональности: 

. 

Подстановка: , где  – общий знам. несократ. дробей , , …, . 

10 Интегрированиедифференциального бинома: 

 

 

. 

а) если – натуральное, то раскрыть скобку по биному Ньютона; 

б) если – целое, , то , где  – общий знаменатель  и ; 

в) если – целое, то , где  – общий знаменатель ; 

г) если – целое, то , где  – общий знаменат. .  
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11  

а) ; 

 

б) ; 

 

в) . 

Преобразовать произведения синусов и косинусов в виде суммы по формулам: 

а) ; 

б) ; 

в) . 

12  

 

, где  – целые; 

 

 

 

а) если  – нечетное, то ; 

б) если  – нечетное, то ; 

в) если  и  – четные и , то ; 

г) если  и  – четные и , то ; 

д) если  и  – четные и , , то преобразовать с помощью формул: 

; . 

13  

.  Универсальная подстановка: , ; ; .  

14 а) ; 

б) . 

а) , ; 

б) , .  

15 

а) ; 

б) ; 

в) . 

а) ,            (или ,         ); 

б) ,                   (или  ,         ); 

в) ,                  (или  ,             ). 
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Приложение 2  

 

Методы интегрирования дифференциальных уравнений 

 

Тип ДУ 1-го порядка Метод решения 

I тип.ДУ с разделенными переменными 

. 

Проинтегрировать уравнение по переменной х и у 

соответственно. Общий интеграл будет равен 

. 

II тип.ДУ с разделяющимися переменными 

. 

Умножить обе части уравнения на разделяющий множитель 

. Получим уравнение I типа. Общий 

интеграл равен: . 

III тип.ОднородноеДУ 

, где  – однородная 

функция нулевого измерения. 

Подстановка: ,  (или 

). Приводится к уравнению II типа.  

IV тип.Линейное ДУ 

. 

Подстановка: , , где , 

. Приводится к уравнению II типа. 

Общее решение 









  CdxexQеу dxxPdxхР )()( )( . 

V тип.Уравнение Бернулли 

, . 

1 способ.Подстановка: , . 

2 способ.Подстановка: 1 nyt . 

VI тип. Уравнение в полных дифференциалах 

    0,,  dyухNdxуxМ . 

 

1.  Проверка достаточного условия
   

х

уxN

у

уxМ








 ,,
. 

2. 


























),(

),(

yxN

y

F

yxM

x

F

  )(),(),( yсdxухМyxF . 

     yxNусdxyxМ

уу

F










),()(),(

  .
~

),(),()( CdydxyxМ

у

yxNус 





















 

  СdydxyxМ

у

yxNdxyxМ 





















),(),(),( .

 
 

 

 

 

 

0)()(
21

 dyyfdxxf
0)()(

21
  Сdyyfdxxf

0)(
2

)()(
1

)(
21

 dyухfdxуxf 

)(
2

)(
1

1

хfу 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1   С
y

dyy

xf

dxxf





),( ухfу  ),( уxf
txу  tdxdtxdу 

tхtу 

)()( xQухРу 
vuу  vuvuу  )(xuu 

)(xvv 

nуxQухРу  )()(  1;0\Rn 
vuу  vuvuу 
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Математика. 

Интегральное исчисление функций одной переменной. 

Числовые ряды. 

Дифференциальные уравнения 

 

Часть 2 

Издание второе, переработанное 

 

Учебное пособие  

для студентов первых курсов биологических направлений бакалавриата 

аграрных вузов очной формы обучения 
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