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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Контрольная работа по дисциплине «Механика: Сопротивление материа-

лов»  для студентов инженерного факультета состоит из заданий по разделам 

дисциплины «Сопротивление материалов».  Все задачи имеют краткие методи-

ческие указания,  набор рисунков и таблицу с данными для расчетов, а также 

пример решения.  Каждому студенту выдают задание в соответствии с послед-

ними цифрами  его учебного шифра. 

Последняя цифра номер строки.  Предпоследняя – номер рисунка. 

 Все задания выполняются на листах формата А4 с одной стороны.  Ти-

тульный лист оформляется в соответствии с существующими требованиями 

(Приложение А).  Все остальные листы согласно следующих требований:  от-

ступ сверху,  снизу - 20 мм,  слева - 25мм;  справа - 10 мм.  Рисунки выполня-

ются карандашом аккуратно и четко,  с учетом условий варианта задания.   Ре-

шение задачи необходимо сопровождать краткими пояснениями и в соответ-

ствии с теми обозначениям,  которые даны на чертежах.  Допускается оформ-

лять контрольную работу в тетради,  с учетом всех требований. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ИЗУЧЕНИЮ  

СОДЕРЖАНИЯ ТЕМ 

 

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Сопротивление материалов - это наука, в которой изложены основы 

учения о прочности, жесткости и устойчивости деталей и элементов ин-

женерных сооружений.        

Под прочностью понимают способность материала конструкций и их 

элементов сопротивляться действию внешних сил не разрушаясь и не получая 

остаточные деформации, т.е выдерживать определенную нагрузку не разруша-

ясь. Расчеты на прочность дают возможность определить размеры и форму де-

талей, выдерживающих заданную нагрузку при наименьшей затрате материа-

лов.  

Под  жесткость подразумевают способность материала конструкции  и 

ее элементов сопротивляться внешним нагрузкам в отношении образования де-

формации (изменения формы и размеров). Расчеты на жесткость гарантиру-

ют, что изменение формы и размеров конструкций не превзойдут определенных 

норм.  

Устойчивостью - способность конструкции сопротивляться и ее элемен-

тов сохранять определенную начальную форму упругого равновесия.  

Расчеты на устойчивость - предотвращают возможность внезапной поте-

ри устойчивости и искривления длинных и тонких деталей. 

Для определения величины и направления внутренних сил упругости ис-

пользуют метод сечений. Физический смысл метода сечений заключаются в 

том, что брус мысленно рассекают на две части, одна из которых отбрасывает-

ся. Оставшаяся часть бруса будет находиться в равновесии, так как внутренние 

силы упругости, возникающие в сечении бруса, не только уравновешивают 

внешние силы, действующие на эту часть, но и заменяют действие отброшен-

ной части на оставшуюся часть. 

Метод сечений позволяет определить только величину и направление 

внутренних силовых факторов, но не дает возможности определить характер их 

распределения по сечению. С этой целью вводится понятие напряжения. 

Напряжения – это величина, численно равная внутреннему силовому фак-

тору, действующему на единицу геометрической характеристики сечения. 

За единицу напряжения принимается 1 Па:  

2м

Н
 1  Па 1  ; 

2мм

Н
 1  Па М1  . 

  При расчетах используются составляющие полного напряжения: 
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– нормальное напряжение , линия действия которого направлена перпендику-

лярно плоскости сечения; 

– касательное напряжение , линия действия которого направлена вдоль сече-

ния. 

С нормальным напряжением связан отрыв частиц от тела, а касательным – 

сдвиг отдельных частиц или элементов относительно друг друга. 

Рабочие напряжения должны быть меньше или равны допускаемым 

напряжениям. 

Допускаемое  напряжение – это напряжение, при котором данный элемент 

конструкции работает в нормальном (заданном) режиме. 

Все сооружения и машины нужно проектировать и изготовлять так, чтобы 

каждый их конструктивный элемент надежно работал, без риска поломки или 

опасного изменения размеров и формы под действием внешних сил. Практика 

показывает, что все части конструкций под действием нагрузок деформируют-

ся, т.е. изменяют свою форму и размеры, а в некоторых случаях происходит 

разрушение конструкций. 

Деформация - изменение формы и размеров тела под действием прило-

женных к нему нагрузок или иных причин (напр., изменение температуры). 

Деформации, исчезающие после снятия нагрузок, называются упругими; 

деформации, остающиеся в теле после снятия нагрузок – остаточными или пла-

стическими.  

 

2. ВИДЫ ДЕФОРМАЦИЙ 

Hа практики известно, что в процессе эксплуатации элементы конструк-

ций испытывают следующие основные деформации: 

Растяжение-сжатие. 

 

Рисунок 1 – Приложение нагрузки при растяжении 

 

Растяжение   испытывают канаты, тросы, цепи; сжатие - колонны, кир-

пичная кладка.  

Сдвиг. 

Эту  деформацию испытывают заклепки, болты, шпонки, швы сварных со-

единений. Деформацию сдвига, доведенную до разрушения, называют срезом.  
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Кручение. 

Кручение возникает тогда, когда к брусу приложена пара сил,  лежащая в 

плоскости, перпендикулярной оси бруса, Н a  кручение работают валы.  

Изгиб. 

В  данном случае нагрузка приложена в плоскости, совпадающей с продоль-

ной осью бруса, в виде пар сил, поперечной нагрузки. 

 

3. ВИДЫ РАСЧЕТОВ 

 

Расчет на прочность обеспечивает неразрушение конструкции.  

Расчет на жесткость обеспечивает деформации конструкции под нагрузкой 

в пределах допустимых норм. 

Расчет на выносливость обеспечивает необходимую долговечность эле-

ментов конструкции. 

Расчет на устойчивость обеспечивает сохранение необходимой формы 

равновесия и предотвращает внезапное искривление длинах стержней. 

Для обеспечения прочности конструкций, работающих при ударных 

нагрузках (при ковке, штамповке и подобных случаях), проводятся расчеты на 

удар. 

 

4. РАСТЯЖЕНИЕ, СЖАТИЕ  

 

Растяжение-сжатие - это такой вид деформации бруса (стержня), при 

котором в любом  его поперечном сечении возникают только продольные силы 

N. 

Значения и направление продольной силой определяют с помощью мето-

да сечений. 

Во многих вращающихся деталях возникают значительные растягивающие 

напряжения, вызванные центробежными силами. Это относится, в частности, к 

таким деталям, как лопатки турбин компрессоров авиационных двигателей. Ло-

патки воздушных винтов. 

Рассмотрим защемленный левым концом прямой брус (рис. 2), вдоль оси 

которого действуют силы F1 и F2. Разделим данный брус на участки. Участок – 

это часть бруса постоянного поперечного сечения, в пределах которого действу-

ет не более одной силы. Применив метод сечений, определим продольные силы 

N1 и N2 на участках. 

Рассечем брус сеч. 1-1. Во всех точках бруса будут действовать внутренние 

распределенные силы, равнодействующая которых определиться из условия рав-

новесия одной из частей: 

Fкz =  N1 – F1 =0;      N1 = F1 
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Мы видим, что для равновесия оставленной части бруса в сечении 1-1 

необходимо приложить только продольную силу N1, направленную вдоль оси, 

т.е. продольную силу. В сечении 2-2 продольная сила N2 =F1 – F2.  

Т.о., продольная сила в поперечном сечении бруса численно равна алгеб-

раической сумме внешних сил, расположенных по одну сторону от сечения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2 – Суть метода сечений  

 

Очевидно, в пределах одного участка продольная сила будет иметь посто-

янное значение. Следует помнить, что рассматривая равновесие части бруса, 

расположенной не справа, а слева от сечения, мы должны ввести в уравнение 

равновесия реакцию защемления, определенную путем рассмотрения равновесия 

всего бруса. В дальнейшем, растягивающие продольные силы будем считать по-

ложительными, а сжимающие - отрицательными. При изучении ряда деформаций 

мы будем мысленно представлять себе брусья, состоящие из бесчисленного ко-

личества волокон, параллельных оси, и предполагать, что при деформации рас-

тяжения-сжатия волокна не надавливают друг на друга. 

Если изготовить прямой брус из резины, нанести на его поверхности сетку 

продольных и поперечных линий и подвергнуть брус деформации растяжения, 

то можно отметить следующее: 

1. Поперечные линии останутся в плоскостях, перпендикулярных оси, а 

расстояние между ними увеличатся. 

2. Продольные линии останутся прямыми, а расстояния между ними 

уменьшатся. 

Этот пример поддерживает гипотезу плоских сечений.  

1    

1    

2    

2    

F    2    F    1    

F    1    N    1    

z    
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Гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли) – сечения стержня, плос-

кие и перпендикулярные к его оси до деформации, остаются плоскими и перпен-

дикулярными к оси и после деформации. 

Если представить стержень состоящим из отдельных тонких продольных во-

локон, то на основании гипотезы плоских сечений и с учётом того, что сечения пе-

ремещаются параллельно самим себе, можно заключить, что все волокна удлиня-

ются (укорачиваются) на одну величину, а значит, в них действуют одинаковые по 

интенсивности внутренние силы, т.е. напряжения при растяжении (сжатии) рас-

пределены по сечению стержня равномерно.   

A

N
  

N- продольная сила; 

А - площадь поперечного сечения. 

 

Если площадь поперечного сечения стержня непостоянна по его длине, то 

различны и напряжения.  

При расчёте стержня на прочность необходимо знать значения внутрен-

них силовых факторов во всех его сечения. Для этого строят график (эпюру), 

показывающий, как изменяется внутренний силовой фактор (сила или момент) 

по длине бруса (стержня). Также стоится эпюра и для нормальных напряжений. 

Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений для 

ступенчатого бруса (рис 3). 

3    F    F    А    В    С    Д    

3    2    1    

F    

2    F    

+    

-    
Э    N    ,    
(    к    Н    )    

+    

-    
Э    ,    

(    М    П    а    )    

+    

-    

+    

-    

F    /    А    

2    F    /    А    

2    F    /    А    1    

 
Рисунок 3 – Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов 
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1. Разобьем брус на участки. Данный брус состоит из 3 участков. 

2. Проводим ось эпюры. Величины продольных сил в произвольном се-

чении откладываем перпендикулярно оси эпюры, причем положительные значе-

ния N – вверх, а отрицательные – вниз. Эпюра штрихуется тонкими линиями, 

перпендикулярными оси. Линия штриховки дает значение продольной силы в 

соответствующем поперечном сечении бруса.  

3. Приступим к построению эпюры "N". Применяя метод сечений, уста-

навливаем, что во всех поперечных сечениях первого участка действует про-

дольная сила N1 = F. Откладывая вверх от оси эпюры величину F, проводим 

прямую, параллельную оси эпюры. В точке С приложена сила 3F. Применяя ме-

тод сечений, устанавливаем, что во всех поперечных сечениях 2 и 3 участков 

действует сила  N2=
:
N3=F-3F=-2F  и эпюра N будет горизонтальной линией, рас-

положенной на 2F единицы ниже оси эпюры. Очевидно, что значение ординаты 

эпюры продольных сил под заделкой равно реакции заделки.  

4. Определяем нормальные напряжения на каждом участке по формуле: на 

первом участке 
A

F

A

N
 1

1 ; на втором участке 
A

F

A

N 22
2


 ; на третьем 

участке площадь поперечного сечения будет другая А1 (больше чем площадь на 

первых участках) и тогда нормальные напряжения будут определяться 

11

3
3

2

A

F

A

N 
  и меньше чем на втором участке. Эпюра нормальных напряже-

ний строится как и для продольных сил. 

 

Продольная и поперечная деформации при растяжении и сжатии 

 

При растяжении стержня его длина увеличивается. А размеры поперечного 

сечения уменьшаются, при сжатии наоборот. 

Изменение длины стержня lll  1  называют линейной продольной де-

формацией (абсолютным удлинением); изменение размеров поперечного сече-

ния ааа  1   - линейной поперечной деформацией (рис. 4). 

Интенсивность деформирования оценивают деформациями, приходящи-

мися на единицу длины (размер сечения) стержня: относительной продольной 

  и относительной поперечной . 

l

l
                     

a

a
  

F    

а
   

 
1

   
 

l    l    

l    1    

a
   

 

 
Рисунок 4 – Продольная и поперечная деформации 
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Относительные деформации часто определяют в процентах. При растяже-

нии продольную деформацию (удлинение) считают положительной, поперечную 

(сужение сечения) – отрицательной. Экспериментально установлено, что между 

относительными поперечной и продольной деформациями существует зависи-

мость 

    или   



  

Здесь  - коэффициент поперечной деформации или коэффициент 

Пуассона. 

В пределах упругого деформирования коэффициент Пуассона для каждого 

материала имеет постоянное значение.  

Экспериментально установлено, что в пределах упругого деформирования 

между нормальными напряжением  и относительной деформацией  существу-

ет прямая пропорциональная зависимость 

 Е  
называется  законом  Гука. 

Коэффициент пропорциональности Е характеризует жесткость материа-

ла, т.е. его способность сопротивляться упругим деформациям, и называется  мо-

дулем упругости первого рода (сокращенно модуль упругости). 




Е ,  Па 

Если    
A

N
 ,   

l

l
  

l

l
E

A

N 
 ,  тогда  

AE

lN
l




  

Произведение ЕА называется жесткостью сечения при растяжении и сжа-

тии. Оно характеризует физико-механические свойства материалов и геометриче-

ские размеры поперечного сечения.  

Абсолютное удлинение или укорочение прямо пропорционально про-

дольной силе, длине и обратно пропорционально жесткости сечения бруса. 

Отношение ЕА/l  называется жесткостью бруса при растяжении и сжатии. 

Эти формулы применимы только для брусьев постоянного поперечного сечения, 

изготовленных из одного материала и при постоянной продольной силе. Для 

брусьев, имеющих несколько участков, отличающихся материалом. Размерами 

поперечного сечения. Величиной продольной силы. Изменение длины всего бру-

са равно алгебраической сумме удлинений и укорочений отдельных участков. 

   ill  

В результате растяжения (сжатия) сечения стержня перемещается. Осевое 

перемещение  одного сечения относительно другого равно изменению длины 

участка стержня между этими сечениями. График, показывающий перемещения 

всех сечений стержня относительно неподвижного (или условно принятого за 

неподвижное) называют эпюрой перемещений. 
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5. ДЕФОРМАЦИЯ КРУЧЕНИЕ 
 

Кручением называется такой вид деформации, при котором в любом 

поперечном сечении бруса возникает только крутящий момент. 

Деформации кручения подвергаются многие элементы пространственных 

конструкций и деталей машин, встречающиеся в практике, например, валы раз-

личных приводных устройств (редукторов, металлорежущих станков, автомо-

билей, тракторов и т.п.), трансмиссионные валы, пружины и даже обыкновен-

ный болт. 

Чаще встречаются случаи одновременного действия кручения и изгиба. 

При относительно небольших изгибающих моментах деформацию изгиба не 

учитывают и брус рассчитывают только на кручение. 

Деформации кручения возникают, если к прямому брусу в плоскостях 

(рис. 5), перпендикулярных оси, приложить пары сил. Моменты этих пар будем 

называть вращающими. Так как на кручение работают валы, обычно имеющие 

круглое или кольцевое сечение, то рассмотрим кручение круглого цилиндра. 

 
Рисунок 5 – Деформация кручения 

 

Теория  кручения основана на следующих преположениях: 

1. Ось цилиндра, называемая осью кручения, останется прямолинейной; 

2. Диаметры окружностей, нанесенных на поверхности цилиндра до де-

формации, при деформации останутся такими же и расстояние между ними не 

изменится; 

3. Образующие цилиндра обратятся в  винтовые линии. 

Из этого можно заключить, что при кручении круглого цилиндра спра-

ведлива гипотеза плоских сечении, а также предположить, что радиусы окруж-

ностей останутся при деформации прямыми. Т.к. в поперечных сечениях бруса 

нет продольных сил, то расстояния между сечениями не изменяются. 

Деформация кручения круглого цилиндра заключается в повороте попе-

речных сечений относительно друг друга вокруг оси кручения, причем углы 

поворота их прямо пропорциональны расстояниям от закрепленного сечения. 

Угол поворота сечения равен углу закручивания части цилиндра. Заключенной 

между данным сечением и заделкой. Угол  поворота концевого сечения назы-

вается полным углом закручивания цилиндра. Относительным углом за-

кручивания 0 называется отношение угла закручивания z к расстоянию z 
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данного сечения от заделки. Если брус длиной l  имеет постоянное сечение и 

нагружен скручивающим моментом на конце, то 

0 =z /z = / l = const 

Рассматривая  тонкий слой материала на поверхности бруса, ограничен-

ный любой ячейкой сетки (например, ячейкой knсd), : видим, что эта ячейка пе-

рекашивается, принимая положение knс1d1. Аналогичную картину мы наблю-

дали при изучении деформации сдвига. 

На  этом основании заключаем, что при кручении также возникает де-

формация сдвига, но не за счет поступательного движения, а в результате вра-

щательного движения одного поперечного сечения относительно другого. Сле-

довательно, при кручении в поперечных сечениях возникают только касатель-

ные внутренние силы, образующие крутящий момент. 

Крутящий момент есть результирующий момент относительно оси 

бруса внутренних касательных сил, действующих в поперечном сечении. 

Для наглядного изображения распределения крутящих моментов вдоль 

оси бруса строят эпюры крутящих моментов (рис. 6). Крутящий момент в сече-

нии бруса определяется с помощью метода сечений. Так как равномерно вра-

щающийся вал, как и неподвижный брус, находится в равновесии, то очевидно, 

что внутренние силы, возникающие в поперечном сечении, должны уравнове-

шивать внешние моменты, действующие на рассматриваемую часть бруса. От-

сюда следует, что крутящий момент в любом поперечном сечении численно 

равен алгебраической сумме внешних моментов, приложенных к брусу спра-

ва или слева от сечения. Эпюры  крутящих моментов дают возможность опре-

делить, опасное сечение. 

Крутящий момент считается положительным, если при взгляде со 

стороны сечения результирующий момент внешних нар, приложенных к 

рассматриваемой части бруса, будет направлен против часовой стрелки, и 

наоборот. 

На данной эпюре видно, что рациональным размещением шкивов на валу 

можно добиться уменьшения значения Мкр.max. Величина крутящего момента в 

2 раза меньше, чем в первом случае. Такое местоположение шкивов выгоднее, 

поскольку позволяет передавать заданные мощности с помощью вала меньшего 

диаметра. 

Напряжения и деформации при кручении. 

Напряжения и деформации при кручении существенно зависят от формы 

поперечного сечения бруса.   

Абсолютный  сдвиг сечения волокна а равен дуге aа1, а волокна в дуге вв1  

вв1 =   = r,       aа1 =  r, 

где  - полный угол закручивания, рад; 

       - расстояние волокна в от оси кручения;  

       г - радиус цилиндра. 
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Рисунок 6 – Наглядное изображение распределения крутящих моментов 

вдоль оси бруса 

 

Так как радиусы сечения при кручении остаются прямыми, то величина 

абсолютного сдвига волокон прямо пропорциональна их расстоянию от оси 

кручения. 

Относительный сдвиг сечения волокна в 

 =  / 1 = 0 

Применим формулу закона Гука при сдвиге: 

 = G = G0 

При  = 0  = 0, т.е. на оси кручения касательные напряжения равны ну-

лю. 

При  = r    = mах, т.е. касательные напряжения  достигают максимально-

го значения у волокон, наиболее удаленных от оси кручения: 

max = G0 r  

Эпюра распределения напряжений вдоль радиуса сечения имеет вид тре-

угольника (рис. 7). 
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Рисунок 7 – Эпюра распределения напряжений вдоль радиуса сечения 

 

Относительный угол закручивания: 

0 =  Мкр / GJP 

Полный угол закручивания 

 =  Мкрl / GJP 

Произведение GJP, стоящее в знаменателе, называется жесткостью се-

чения при кручении. 

Формула для определения напряжений: 

 = G0 = G Мкр / GJP = Мкр /JP 

При  = r   напряжения достигнут максимального значения: 

max = Мкр r /JP = Мкр /(JP /r)= Мкр / WP 

где WP = JP /r - момент сопротивления кручению/ 

Момент сопротивления кручению равен отношению полярного момента 

инерции к радиусу сечения. 

[W] = [JP ] / [г] = м
3
 

Итак, напряжения и деформации при кручении круглого цилиндра вы-

числяют по формулам: 

max = Мкр / WP,  =  Мкрl / GJP 

Эти формулы применимы для участков бруса, имеющих одинаковый ма-

териал, постоянное поперечное сечение и крутящий момент. По закону парно-

сти касательных напряжений, последние возникают не только в поперечных се-

чениях, но и в продольных, поэтому, например, в деревянных брусьях при кру-

чении возникают трещины вдоль волокон (древесина плохо работает на скалы-

вание вдоль  волокон). 

Из эпюры распределения касательных напряжений при кручении видно, 

что внутренние волокна бруса испытывают небольшие напряжения, поэтому 

валы иногда делают пустотелыми, чем достигается значительный выигрыш в 

массе при незначительной потере прочности. 

Момент сопротивления кручению для круглого и кольцевого сечений. 

1. Круг диаметром d:     Wp = JP/0,5d = d
4
 / 32 0,5d = d

3
/1 6  0,2d

3
. 

2. Кольцо размером D *d: Wp = (D
4
 - d

4
) / 1 6 D  0,2(D

4
 - d

4
) / D. 

Расчеты на прочность и жесткость. 

Допускаемые напряжения при кручении обозначаются так же, как и при 

сдвиге [].  



15 
 

Условие прочности бруса при кручении заключается в том, что наиболь-

шее возникающее в нем касательное напряжение не должно превышать допус-

каемое. 

 =  Мкр / Wp  [к] 

Допускаемое напряжение при кручении выбирают в зависимости от до-

пускаемого напряжения при растяжении, а именно: 

Для сталей      [к] =( 0,55.. .0,60) [р]  

Для чугунов    [к] = ( 1... 1,2) [р] 

Кроме прочности к валам предъявляется требование жесткости, заклю-

чающееся в том, что угол закручивания 1м длины вала не должен превышать 

определенной величины во избежание, например, нагруженения валов или по-

тери точности ходовых витков, токарно-винторезных станков. 

Допускаемый угол закручивания 1м длины вала задается в градусах и 

обозначается [0°] 

Расчетная формула на жесткость при кручении имеет вид 

0°= (180°/ ) Мкр / GJP  [о°] 

[о°] = 0,25... 1 град/м 

 

6. ДЕФОРМАЦИЯ ИЗГИБ 

Понятия и определения деформации изгиба 

Под изгибом понимают такой вид деформации, при которой в поперечном 

сечении бруса действует изгибающий момент, от действия последнего происхо-

дит искривление оси бруса.  

Различают два вида плоского изгиба: чистый и поперечный изгиб. 

Под плоским чистым изгибом понимают  деформацию, при которой в 

поперечном сечении бруса действует только один силовой фактор отличный от 

нуля и одинаковый во всех сечениях – это изгибающий момент (рис. 8, а). 

Под плоским поперечным изгибом понимают такой вид деформации, при 

которой в поперечном сечении бруса действует два силовых фактора: изгиба-

ющий момент М и поперечная сила Q (рис. 8, б).  

Правило знаков: 

Изгибающий момент считается положительным, если алгебраическая 

сумма моментов сил, расположенных слева от сечения, дает равнодействующий 
 
F1 

F2 

RA 
RB 

А В 
М М 

 
F1 

F2 

RA 
RB 

В А 

Q 

Q 

М М 

Рисунок 8 – Виды плоского изгиба 

а. б. 
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момент, направленный по ходу часовой стрелки. 

Если рассматривать деформацию балки, то принятому правилу знаков со-

ответствует, следующий характер деформации балки, положительный момент 

вызывает деформацию балки выпуклостью вниз (рис. 9, а), а отрицательный 

момент выпуклостью вверх  (рис. 9, б).  

 Тогда при положительном изгибающем моменте верхние  продольные 

волокна бруса испытывают сжатие (укорочение),  а нижние – растяжение 

(удлинение). 

 

 

Поперечная сила считается положительной, если равнодействующая 

внешних сил, приложенная слева от выбранного сечения направлена вверх 

(рис. 10, а), и отрицательной, если она направлена вниз (рис. 10, б).  

 

 

 

Рисунок 9  Правило знаков изгибающего момента. 

 

 

а. 

 

 

 

 

 

Рисунок  10  Правило знаков поперечной силы 

 

а. 

 

 

 

 F 

F 

F 

F 
Q 

Q 

Q 

Q 
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Брус в поперечном сечении,  которого действует изгибающий момент, 

называется балкой.  

Балки, рассматриваемые в сопротивлении материалов должны удовлетво-

рять следующим условиям: 

1. Сечение балки имеет хотя бы одну ось симметрии.  

На рис. 11 приведены примеры сечений балок удовлетворяющих этому 

требованию. Предпочтительнее использовать двутавровое (рис. 11, з), прямо-

угольное трубчатое (рис. 11, е), корытное (рис. 11, д) и  тавровое (рис. 11, ж) 

сечения. 

 

2. Все внешние силы  лежат в 

плоскости симметрии балки. 

В зависимости от числа 

опор и характера опорного 

закрепления различают балки 

однопролетные (рис. 12, а), 

многопролетные (рис. 12, г), 

консольные (рис. 12, б), с за-

деланными концами (рис. 12, 

в), разрезные (рис. 12, д), не-

разрезные (рис. 12, г). 

Консолью называют 

часть двух опорной балки, 

свисающую за опору (рис. 12, 

г) или балку с одним защем-

ленным и другим свободным 

концом (рис. 12, б). 

Разрезными называют-

ся статически определимые 

балки, проходящие над  

 

 

 

 

 

 

Рисунок 12  Виды балок 

 

l 

 

lк 

l lк 

lк 

а. 

 

 

 

б. 

 

 

в. 

 

 

г. 

 

 

Рисунок 11  Примеры сечений балок 

а.                в              г             д           е         ж             з 
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несколькими промежуточными опорами (рис. 12, д), а неразрезными называ-

ются точно такие же, но статически неопределимые балки (рис. 12, е). 

Для определения изгибающего момента М и поперечной силы Q при по-

перечном изгибе используют метод сечений.  

Метод сечений для изгибающего момента формулируется следующим 

образом: изгибающий момент в любом сечении балки равен алгебраической 

сумме моментов всех внешних сил, расположенных по одну сторону от  се-

чения.  

Для балки на рис. 13 слева от рассматриваемого сечения I-I действуют со-

средоточенные силы F1,  F2 и момент  М.  Уравнение для определения момента 

в сечении I-I запишется в следующем виде 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Метод сечений для поперечной силы формулируется следующим обра-

зом: поперечная сила в сечении равна сумме проекций на нормаль к оси бал-

ки всех внешних сил, расположенных по одну сторону от сечения. 

Для примера на рис. 13. уравнение для поперечной силы  в сечении  I-I 

имеет вид: 

 bzFMzFМ II  21

2 

1 

2 

1 

Рисунок 13  Использование метода сечений при деформации изгиб  

а. 

 

 

 

 

 

б. 
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При расчете балок  на прочность необходимо знать закон изменения 

внутренних силовых факторов  в поперечных сечениях бруса  по его длине,  

возникающих от действия нагрузки.  Этот закон можно выразить  в виде алгеб-

раических зависимостей и изобразить с помощью специальных графиков,  

называемых эпюрами  изгибающих моментов и поперечных сил.  

Эпюрой изгибающих моментов называется график изображающий закон 

изменения величин этих моментов по длине балки. 

Эпюрой поперечных сил называется график, изображающий закон изме 

 

 

нения поперечных сил по длине балки. 

В сложно нагруженной балке описать законы изменения изгибающего 

момента или поперечной силы одним уравнением (законом) не представляется 

возможным и поэтому балку разбивают на участки. В пределах одного участка 

законы изменения поперечной силы и изгибающего момента остаются постоян-

ными. 

Границами участков являются поперечные сечения балки, в которых к ней 

приложены сосредоточенные нагрузки (в том числе и реакции), моменты, или в 

которых начинается либо заканчивается распределенная нагрузка, либо интен-

сивность этой нагрузки начинает изменяться по новому закону. Например, бал-

ка представленная на рис. 14 имеет 5 участков. 

Установим некоторые характерные особенности эпюр Q и М. 

21 FFQ II 

Рисунок 14  Пример определения границ участка  
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Выделим на четвертом участке балки, где приложена положительная рас-

пределенная нагрузка q(z) на расстоянии z от левого конца балки  элементарный 

участок длиной dz. Нагрузка q(z) распределена по участку неравномерно, одна-

ко, если считать длину элементарного участка dz сколь угодно малой величи-

ной, то распределение нагрузки можно считать равномерным, как показано на 

рис. 15.  

Рассмотрим равновесие выделенного участка  dz, и составим для него 

уравнения равновесия: 

Из уравнения (1) получаем: 

Первая производная от поперечной силы по длине балки равна интен-

сивности распределенной нагрузки, перпендикулярной к ее оси. 

Из уравнения (2): 

Первая производная от изгибающего момента по длине балки равна 

поперечной силе. 

Сопоставив уравнения (3) и (4) получим: 

 

Вторая производная от изгибающего момента по длине балки равна 

интенсивности распределенной нагрузки, перпендикулярной к ее оси. 

   0dQQqdzQFkxc

    0
2

 dMM
dz

qdzMFm kA

(1) 

(2) 

dz

dQ
q  (3) 

dz

dM
Q  (4) 

2

2

dz

Md

dz

dQ
q  (5) 

Рисунок 15  Участок с распределенной нагрузкой 

dz 
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Из уравнений (3), (4) и (5) видно, что между q, Q и M существует диффе-

ренциальные зависимости, на основании которых можно сделать следующие 

обобщения, которые по своей сути являются правилами контроля правильности 

построения эпюр Q и M: 

1. В сечении, в котором к балке приложена сосредоточенная внешняя 

сила, перпендикулярная к оси балки эпюра поперечных сил Q делает скачок на 

величину этой силы и с ее знаком. 

2. На участке, где приложена равномерно распределенная нагрузка q, 

эпюра поперечных сил имеет вид прямой наклонной линии. 

3. На участке, где приложена равномерно распределенная нагрузка, 

эпюра изгибающих моментов ограничена параболической кривой. 

4. В сечении, где приложена пара сил, эпюра изгибающих моментов 

делает скачок на величину этой пары и с ее знаком. 

5. В сечениях балки, где эпюра поперечных сил пересекает ось эпюры, 

изгибающий момент имеет экстремум. Если при этом поперечная сила меняет 

знак с плюса на минус, на эпюре изгибающих моментов имеет место максимум, 

при смене знака с минуса на плюс имеет место минимум. 

6. На участке, где поперечная сила равна нулю, наблюдается дефор-

мация чистого плоского изгиба, при котором изгибающий момент является по-

стоянной величиной (М=const). 

7. На участке, где поперечная сила положительна (Q>0), эпюра изги-

бающих моментов возрастает. 

8. На участке, где поперечная сила отрицательна (Q<0), эпюра изги-

бающих моментов убывает. 

9. На участке балки, где поперечная сила имеет постоянное значение, 

эпюра М ограничена прямой наклонной линией. 

10. Сосредоточенная (или распределенная) пара сил влияния на закон 

изменения поперечных сил на участке не оказывает, и на эпюре Q это ни как не 

отражается. 

11. В этом сечении эпюра изгибающих моментов делает резкое измене-

ние угла наклона смежных участков эпюры (излом эпюры). Излом эпюры 

направлен навстречу вектору силы. 
 

7. ДЕФОРМАЦИЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 

Устойчивым следует считать такое состояние механической системы, при 

котором любое внешнее отклонение  от состояния равновесия вызывает реак-

цию системы, восстанавливающую это равновесие. 

Состояние равновесия при котором достаточно незначительной случай-

ной внешней  силы что бы тело вышло из положения равновесия  называется  

неустойчивым. 

Значение внешней силы, при которой система переходит из устойчивого 

состояния в неустойчивое, называется критической силой. 
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Отношение критической силы механической системы к фактической 

внешней нагрузке приложенной к ней называется  запасом устойчивости:  

 

 

 

Коэффициент запаса устойчивости подбирается несколько больше допу-

стимого коэффициента запаса прочности. 

Брус нагруженный осевой сжимающей силой называется стойкой.  

Существует несколько способов закрепления концов стержня (рис. 16). 

 

 
Рисунок 16  Способы закрепления концов стержня 

 

Формула Эйлера, определяющая критическую силу имеет следующий 

вид: 

 

 

 

где  – коэффицент приведения длины стержня (коэффициент Ясинского), 

определяеся по рис. 16. 

Напряжение вознкающие в поперечном сечении стержня, под действием 

критической силы называются критическими напряжениями: 

 

 

 

Формула Ясинского: 

 

Коэффициенты а и b зависят от марки материала (приложение). 

Минимальный радиус инерции: 

 

 

Гибкость стержня: 

F

F
k

кр

у 

 2
2

l

EI
F мин
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После расчетное значение гибкости сравнивается с допустимой и 

выбирается формула для расчета критической силы согласно диаграммы 

критических напряжени (рис. 17). 

Диаграмма критических напряжений 

Диаграмма критических напряжений используется для выбора формулы 

при проведении проверочных расчетов на устойчивость или прочность. 

 

Рисунок 17 – Диаграмма критических напряжений 

 

По диаграмме можем определить пределы применимости формулы Эйле-

ра.  

Стержни с гибкостью 0 называются стержнями малой гибкости и 

рассчитываются на прочность сжатием. 

 Стержни с гибкостью 0 называются стержнями средней гибкости и 

рассчитываются на устойчивость при помощи формулы Ясинского. 

Стержни с гибкостью пр называются стержнями большей гибкости и 

рассчитываются на устойчивость при помощи формулы Эйлера. 
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8. ПОРЯДОК РЕШЕНИЯ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИ-

СТЕМ 

 

1. Выявляются неизвестные усилия (реакции), определяется степень статиче-

ской неопределимости системы. 

Степень статической неопределимости системы определяется по формуле: 

k = n – m 

где k  степень статической неопределимости системы; 

      n  число неизвестных реакций связей; 

      m  число значимых уравнений статики которые можно составить для си-

стемы. 

2. Освобождаются от связей наложенных на систему, составляются уравнения 

равновесия. Решается статическая сторона задачи. 

Статическая сторона задачи (с.с.з.): 

Рассматривается равновесие абсолютно жесткой платформы к которой прило-

жена плоская система сил. 

Для задачи необходимо и достаточно составить три уравнения равновесия: 

Fку = 0;     Fкх = 0;     m (Fк) = 0.                         (1) 

3. Представляется система в деформированном виде. Устанавливаются геомет-

рические соотношения между перемещениями точек системы. Уравнения свя-

зывающие эти перемещения называются уравнениями совместности (неразрыв-

ности) деформаций. Решается геометрическая сторона задачи.  

Геометрическая сторона задачи (г.с.з.): 

Устанавливает геометрические соотношения между перемещениями точек 

платформы к которой присоединены стержни системы. Уравнение связываю-

щее между собой перемещения этих точек платформы называется «уравнением 

совместности перемещений»: 

4. Устанавливают взаимосвязи между удлинением стержней системы и про-

дольной силами действующими в них на основании закона Гука. Решается фи-

зическая сторона задачи. 

Физическая сторона задачи (ф.с.з.): 

Устанавливается взаимосвязь между удлинением стержней и продольными си-

лами действующими в них: 

1

1
1

1

AE

lN
l




 ; 

2

22
2 AE

lN
l




 ;      

3

33
3 AE

lN
l




        ;                               (3) 
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гдеЕ – модуль упругости (табличное значение) материала; 

А1, А2, А3  - площадь поперечного сечения стрежня. 

ПроизведениеЕ А в знаменателе формулы называется – жесткостью попереч-

ного сечения стержня при растяжении или сжатии и имеет размерность силы. 

Величину 
l

AE
c


  называют жесткостью стержня. 

5. Решаются совместно все уравнения и определяются продольные силы дей-

ствующие в стержнях системы. Рассматривается синтез. 

Синтез включает в себя решение совместно уравнений (1), (2) и (3) и определе-

ние неизвестных продольных сил N1, N2, N3. 

6. Определяются или принимаются допускаемые напряжения для материала 

стержней системы. 

Допускаемые напряжения определяются из выражений: 

 
T

T

S


    пластичные материалы;  

)(

)(

BCBP

BCBP

S


    хрупкие материалы. 

где  [] допускаемое напряжение; Т  предел текучести; BP(BC)  временное 

сопротивление разрыву (сжатию) или предел прочности;  SТ, SBP(BC)    соответ-

ственно коэффициент запаса прочности по пределу текучести и пределу проч-

ности. 

Коэффициент  запаса  по  пределу  текучести  выбирается  из  интервала              

SТ = 1,25  1,8, а коэффициент запаса по пределу прочности из интервала SBP(BC)  

= 2,0  5,0. 

7. Из условия прочности определяют необходимую площадь поперечного сече-

ния стержней.  

Необходимую площадь поперечного сечения стрежней определяют по форму-

ле: 

 
maxN

А  

Как правило стержни выполняются решетчатыми, составленными из четырех 

равнобоких уголков и соединенных между собой планками. Расстояния между 

уголками и планками подбирают так, чтобы включить возможность потери 

устойчивости (этот вопрос будет подробно рассмотрен позднее). 

8. Определяются фактические напряжения в стержнях системы. 

Фактические напряжения в стержнях системы определяются по следующим 

формулам: 

  
1

1
1 A

N
;         

2

2
2 A

N
 

9. Определяется допускаемая нагрузка.  

Допускаемойнагрузкой [F] называется нагрузка при которой в наиболее 

нагруженном стержне расчетные напряжения равны допускаемым напряжени-

ям. 

10. Определяется предельная нагрузка.  
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Предельной (Fпред)называется нагрузка вызывающая предельное состояние си-

стемы. Предельное состояние системы характеризуется полным исчерпанием её 

несущей способности. Напряжения во всех стержнях системы достигнут преде-

ла текучести. 

11. Определяется предельная допускаемая нагрузка. 

Предельная допускаемая нагрузка определяется по следующему выражению: 

S

F

пред
F

пред.

.






  

12. Определяются монтажные или температурные напряжения. 

Свободная сборка статически неопределимых систем возможна лишь при весь-

ма точном изготовлении их элементов. В противном случае сборку вынуждены 

осуществлять с приложением усилий, вызывающих деформации элементов, по-

этому в них после монтажа системы будут напряжения, которые называются 

начальными (монтажными). В статически определимых конструкциях неточ-

ность размеров элементов  не требует приложения усилий при монтаже и сле-

довательно в элементах не возникают начальные (монтажные) напряжения. 

В элементах статически неопределимых систем усилия и напряжения возника-

ют также при изменении температуры элементов конструкции, называемые 

температурными. 

Если стержень подвергается нагреву (или охлаждению) на величину t, то, со-

ставляя выражение для суммарного перемещения сечения, надо учесть свобод-

ное температурное удлинение (укорочение) стержня. Если стержень нагревает-

ся по всей длине, то  

lt = lt, 

где  –  коэффициент линейного температурного расширения [2., стр. 610, при-

лож.III]; 

      l   длина стержня. 

При определении монтажных или температурных напряжений рассматривают-

ся  статическая, геометрическая, физическая стороны задач; синтез. 
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Таблица 1 – Сводная таблица расчетов по разным видам деформаций 

показатель растяжение сжатие срез (сдвиг) смятие кручение изгиб устойчивость 

Внутренний си-

ловой фактор 

N – продольная             

сила 

Q – поперечная 

сила 

Q – поперечная 

сила 

Мкр– крутящий 

момент 

при чистом из-

гибе: Ми – изги-

бающий момент; 

при поперечном 

изгибе: Ми – из-

гибающий мо-

мент, Q – попе-

речная сила 

Fкр – критиче-

ская сжима-

ющая сила 

Геометрическая 

характеристика 

сечения 

А – площадь сечения 
Аср – площадь 

среза 

Асм – площадь 

смятия 

Wр – полярный 

момент сопро-

тивления 

Wх– осевой мо-

мент сопротив-

ления 

А – площадь 

сечения;  

Jmin  - мини-

мальный мо-

мент инерции 

Напряжения A

N
р(сж)   

ср
ср

A

Q
  

см
см

A

Q
  

р

кр
кр

W

М
  

х

и
и

W

М
  

A

Fкр

кр   

Условие прочно-

сти 
  )сж(рр(сж)

A

N
   ср

ср
ср

A

Q
   см

см
см

A

Q
   кр

р

кр
кр

W

М
   и

х

и
и

W

М
  - 

Условие жестко-

сти 
- - -  0

p

кр

GJ

М



  

 ff  -прогиб 

  -угол по-

ворота 

 

- 

Закон Гука  Е     G   Е  - 
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Продолжение таблицы 1 

показатель 
растяжение 

сжатие 
срез (сдвиг) смятие кручение изгиб устойчивость 

Геометрические характеристики: 

Круг 
4

d
А

2
  mn

4

d
А

2

ср 



 

mdАсм 
 

16

d
W

3

p




 32

d
W

3

x




 32

d
J

4

x




 

Квадрат hbА   - - - 
6

a
W

3

x 
 12

a
J

4

x 
 

Прямоугольник 2aА   - - - 
6

hb
W

2

x




 12

hb
J

3

x




 

Кольцо 
)с1(

4

d
А 2

2






 

- -  4
3

p c1
16

d
W 




 
 4

x c1
32

3d
W 




 
 4

4

1
64

c
d

J x 





 

Проверочный 

расчет   )сж(р

2р(сж)
d

F4









 

 ср

2ср
mnd

Q4







 

 см

см
md

F







  кр

р

кр
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W

М


 

 и
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и
и

W

М


 
- 

Проектный рас-

чет 

  сж)(p

N
А




 

  )сж(р

F4
d






 

 cрmn

F4
d






 
  мcm

F
d




  кр

кр

2,0

M
d




 
 и

и
х

М
W




 
- 

Проверочно-

уточненный 

расчет 

  сж)(pAN 
  cp

2

mn
4

d
F 




 

  мcmdF 

 
 кpркр WМ 

 
 pхи WМ 

 
 2

min
2

кр
l
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F
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 

 

ЗАДАЧА 1: НА ТЕМУ «РАСТЯЖЕНИЕ-СЖАТИЕ» 

Варианты  1...5 

 

Для заданного бруса построить эпюру продольных сил и подобрать 

размеры поперечного сечения на каждом участке.  

Определить изменение длины бруса.  

Принять: материал бруса - сталь 3,[]р = 180 Н/мм
2
, []с=120 Н/мм, 

                 Е = 2-10
5
 Н/мм

2
 

Варианты 6... 10 

 

Для заданного бруса определить допускаемые значения нагрузок F1F2 

и построить эпюру продольных сил. 

Принять: материал бруса - сталь 3,[]р = 180 Н/мм
2
, []с =120 МПа. 

 

Варианты 11...15 

 

Для   заданного   бруса   построить   эпюру   продольных   сил   и   

проверить прочность на обоих участках. 

Принять: материал бруса – сталь3, []р= 180 МПа, []с =120 МПа. 

 

Варианты 16...20 

 

Для    стержня,    удерживающего    в    равновесии    горизонтальную    

балку, подобрать размер круглого сечения. 

Определить изменения длины стержня.  

Принять: материал бруса - сталь 3, []р = 180 МПа, []с = 120 МПа. 

 

Необходимые данные взять из таблицы 2  и на рисунке 18. 
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Таблица 2 – Исходные данные для задачи 1 

№  

зад. 

№  

схемы 

F1, 

кН 

F2 ,  

кН 

d1, 

мм 

d2 , 

мм 

а1, 

мм 

а2, 

мм 

l1,  

м 

l2,  

м 

М 

кНм 
1 1 40 50     0,3 0,5  
2 2 13 20     0,2 0,5  
3 3 25 22     0,4 0,4  
4 4 50 80     0,5 0,5  
5 5 24 15     0,7 0,3  
6 6     10 6    
7 7   30 20      
8 8     40 70    
9 9   15 25      
10 2     30 20    
11 4 220 165  25 45     
12 9 27 120 15 35      
13 1 70 35 25   15    
14 6 100 140 30 15      
15 10 68 100   20 10    
16 11 13      0,5 0,5 1 
17 12 15      0,9 0,9 3 
18 13 7      0,7 0,3 19 
19 14 9      0,7 0,5 23 
20 15 15      0,5 0,5 5 
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 Рисунок 18 – Схемы для задач на тему: "Растяжение-сжатие" 
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ЗАДАЧА 2.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ И ИЗГИБАЮ-

ЩИХ МОМЕНТОВ 

 

Для заданных двух схем балок (рис. 19) требуется построить эпюры Q 

и Ми и подобрать из условия прочности: 

1) деревянную балку круглого сечения при []=8 МПа; 

2) стальную балку двутаврового сечения при []=160 МПа. 

Данные взять из таблицы 3.  

 

 

Таблица 3 – Исходные данные для задачи 2 

Номер 

строки 

Схема по 

рис. 3 
l1, м 

Расстояние в долях 

пролета, м 
М, 

кНм 

F, 

кН 

q1, 
кН

м
 

а1 а2 

1 I 1,1 0,4 0,8 10 1 1 

2 II 1,2 0,3 0,45 20 2 2 

3 III 1,3 0,4 0,5 30 3 3 

4 IV 1,4 0,35 0,45 40 4 4 

5 V 1,5 0,5 1,0 50 5 5 

6 VI 1,6 0,5 1,1 60 6 6 

7 VII 1,7 0,6 0,6 70 7 7 

8 VIII 1,8 0,5 0,8 80 8 8 

9 IX 1,9 0,6 1,4 90 9 9 

10 X 2,0 0,9 0 100 10 10 

11 VII 2,1 0,7 0,7 100 10 10 

12 III 2,2 0,7 0,5 90 9 9 

13 X 2,3 1,15 0 80 8 8 

14 IV 2,4 0,8 0,9 70 7 7 

15 I 2,5 0,8 1,5 60 6 6 

16 VIII 2,6 0,7 0,8 50 5 5 

17 VI 2,7 0,9 1,7 40 4 4 

18 IX 2,8 0,9 2,0 30 3 3 

19 II 2,9 0,97 0,87 20 2 2 

20 V 3,0 1,0 2,0 10 1 1 

 

 

 

 



33 
 

 
 

Рисунок 19 – Схемы для задач на тему: "Изгиб" 
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Задача 3. Устойчивость сжатых стержней 

 

Стальной стержень длиной  l сжимается силой F. Допускаемое 

напряжении на простое сжатие []сж= = 160 МПа (сталь 3 при т = 240 

МПа, nт=1,5). Определить величину критической силы. 

Коэффициент приведения длины  определить по условиям закрепле-

ния концов стержня. Данные взять из табл. 4. 

 

Примечание:  

первый вид закрепления концов бруса: свободный конец – заделка;  

второй вид закрепления концов бруса: заделка – заделка;  

третий вид закрепления концов бруса: шарнир – шарнир;  

четвертый вид закрепления концов бруса: шарнир – заделка.  
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Таблица 4 – Исходные данные для задачи 3 

№ 

стро-

ки 

Вид за-

крепления 

концов 

бруса 

№
 с

х
е-

м
ы

 

F, кН l, м Форма сечения стержня 

1 первый I 100 1 

 

2 второй II 125 2,5 

3 третий III 150 1,5 

4 четвертый  IV 175 2,5 

5 первый V 200 1,2 

6 второй VI 225 3,0 

7 третий VI 130 1,1 

8 четвертый  V 180 3,0 

9 первый IV 300 1,5 

10 второй III 325 3,5 

11 третий II 100 1,2 

12 четвертый  I 125 3,0 

13 первый I 150 1,1 

14 второй II 175 1 

15 третий III 200 2,5 

16 четвертый  IV 225 1,5 

17 первый V 130 2,5 

18 второй VI 180 3,0 

19 третий V 300 1,5 

20 четвертый  IV 325 3,5 
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 

ЗАДАЧА 1 

Пример 1. 

Для бруса (рис. 20, 1а) построить эпюру "N" и подобрать размер по-

перечного сечения. Определить изменение длины стержня. 

F1=6кH, 

F2 = 8 кН, 

[]р= 180 МПа, 

[]с = 120 МПа, 

Е = 210
5
МПа 

 

Решение: 

 

В заданном брусе два участка: 1 и 2 

(рис.20). Применяя метод сечений, опреде-

ляем продольную силу N, выражая ее через 

силы F1, F2. Проводя в пределах каждого из 

участков сечение, будем отбрасывать левую 

закрепленную часть бруса и оставлять для 

рассмотрения правую часть. На первом 

участке продольная сила постоянна и равна  

N1 = -F1 = -6 кН 

(знак минус указывает на сжимающую си-

лу).  

 

На участке 2 продольная сила также постоянна 

 и равна: 

N2=-F1 + F2 = -6 + 8 = 2 кН. 

Знак плюс указывает на то, что на этом участке брус растянут.  

Строим эпюру продольных сил (рис. 20, 1б). 

Определяем размеры поперечного сечения бруса на каждом участке, 

пользуясь условием прочности: 

 c
A

N
 

1

1
1  

  МПа  120
106

1

3

1 


 c
A
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1 мм  50
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Зная, что
4

2

1

d
А





 98,7
14,3

5044 1 








А
d мм, принимаем d = 8 мм. 

 р
A

N
 

2

2
2  

  МПа  180
102

2

3

2 


 р
A

 
 

2
33

2 мм  1,11
180

102102








р

А


 

Зная, что для квадратного сечения А2 = а
2
 33,31,112  Аа мм. 

Принимаема = 3,5мм. 

Теперь определяем перемещение свободного конца бруса, равное 

сумме изменений длин его участков. Учитывая, что Е2=E1 = Е, получим 

53,065,012,0
25,12102

108,0102

50102

102,06000
5

33

5

3

2

22

1

11
21 





















AE

lN

AE

lN
lll

мм 

полученный в ответе знак плюс говорит о том, что в целом брус удлиняет-

ся. 

 

Пример 2. 

Для   стержня   СД (рис. 21),   удерживающего   в   равновесии   жест-

кую   балку   АВ, подобрать   размер   круглого   сечения   и   определить   

удлинение   (укорочение) стержня. 

Принять: [а]р = 180 мПа Е = 2-10
5
мПа F2 

= 45KH; F,= 20kH 

Решение 

Как известно из статики, шарнирно 

закрепленный стержень может нахо-

диться в равновесии лишь при условии, 

что нагружающие его по концам силы 

расположены по продольной оси 

стержня. Поэтому в поперечных сече-

ниях стержня возникает лишь один 

внутренний силовой фактор - продоль-

ная сила N, т.е. имеет место растяжение 

(сжатие) стержня. 

Будем полагать, что стержень растянут. 

 

Рассмотрим   равновесие   балки АВ 

(рис. 22). Применим в качестве уравне-

ния равновесия  

МА = 0. 

-F1AK - Ncos30°AC + F2cosl0°AB = 0 

-202 - N0,8664 + 450,56 = 0 => 
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N = 27,3 кН 

Знак плюс указывает на то, что из условия прочности стержня при 

растяжении определяем: 

 p
A

N
   

2мм  A        
A

2
3

107,1180
103,27




 

Так как мм  
A4

d      
d

А 7,14
4

2











 

Принимаем d = 15 мм. 

2мм 176,625 
d

А 






4

1514,3

4

22
 

Определяем удлинение стержня СД 

AE

lN
l




  

мм  102м   АССДl 3 2
2

1
430sin  

мм  l 54,1
625,176102

102103,27
5
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Пример 3. 

Для бруса с заданными размерами поперечного сечения определить 

допускаемые значения нагрузок F1и F2. Для материала бруса принять 

[]р=160 МПа; []с=120 МПа. 

Решение 

В заданном брусе два участка: 1 и 2. Применяя метод сечений, опре-

деляем продольную силу N, выражая ее через искомые силы F1и F2. Про-

водя в пределах каждого из участка сечение, будем отбрасывать левую за-

крепленную часть бруса и оставлять для рассмотрения правую часть. На 

участке 1 продольная сила постоянна и равна N1=F1. На участке 2 про-

дольная сила также постоянна и равна N1=F1+F2. Знак плюс указывает на 

то, что на обоих участках брус растянут. Строим эпюру продольных сил. 

Эпюра очерчена прямыми линиями, параллельными базовой. 

Из условия прочности при растяжении определяем допускаемые зна-

чения нагрузок F1и F2, предварительно вычислив площади заданных попе-

речных сечений:  

2
22

1 мм 12,56
4

414,3
 

4

d
А 








 

222
2 мм 947 аА   

 p
1

1
1

A

N
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160
56,12

F1
1   

Отсюда 2020F1  Н = 2,02 кН; 

 p
2

2
2

A

N
   

160
49

FF 21
2 


  

Отсюда 7840FF 21  Н = 7,84 кН; 

82,5F84,7F 12  кН. 

 

 

ЗАДАЧА 2 

(данных пример приведен в познавательных целях) 

 

Исходные данные:   F = 30 кН;     а = 2 м; в = 4 м;   = 60;   = 45;  к = 1,8;    

Т = 240 МПа; Е = 2  10
5
 МПа; t = 40 К; m = 0,8 мм 

                                           схема системы на рисунке 23. 

Требуется определить:  

1. Усилия в стержнях системы от внешней нагрузки 

2. Подобрать сечения стрежней 

3. Определить допускаемую нагрузку 

4. Определить предельную нагрузку 

5. Определить предельную допускаемую нагрузку 

6. Определить монтажные и температурные напряжения.   
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Решение: 

 

1. Выявляем неизвестные усилия (реакции). 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Освобождаемся от связей наложенных на систему (платформу) как 

показано на рисунке 24. 

Система включает в себя абсолютно жесткую платформу АС на кото-

рую наложены связи: неподвижный цилиндрический шарнир С и дефор-

мируемые стержни АД и КМ. Поэтому  неизвестных усилия (реакции) у 

заданной системы четыре. Для произвольной плоской системы сил можно 

составить три независимых уравнения статики. Следовательно, система 

один раз статически неопределима: 

k = n – m = 4 – 3 = 1. 

2. Освобождаемся от связей наложенный на систему. Статическая 

сторона задачи (с.с.з.): 

Fkх = ХС + N1cos + N2cos = 0;                          (1) 

Fkу = УС – F + N1  sin  + N2 sin  = 0;                (2)    

mC (Fk) =  F (в+а/2) -  N1h1 - N2h2  = 0.                (3) 

Определим  неизвестные расстояния (плечо сил) h1 и  h2: 

h1 = АС sin = (а + в) sin 45 = (2 + 4)  0,707 = 4,242  (м);  

h2 = КС sin=  вsin 60 =  4  0,866 = 3,464  (м). 

3. Представим систему в деформированном виде.  

Предположим, что под действием силы F платформа переместится из 

положения АС в положение А1С, при этом условно будем считать, что 

точка А и К переместятся в положения А1 и К1, как показано на рисунке 25 

(примечание: при этом точки А и К должны совершать свое движение по 

дуге, но так как мы рассматриваем очень маленькие деформации, то при-

мем движения точек по прямой). 
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Составим уравнение совместности (неразрывности) деформаций. 

Геометрическая  сторона задачи (г.с.з.).  

Установим геометрическое соотношение между перемещениями  1 и  

2. Из подобия треугольников САА1 и СКК1 имеем следующее выраже-

ние: 

5,1
4

6

1

1 
KC

AC

KK

AA
 

Так как система работает при напряжениях меньше предела пропор-

циональности, величины 1 и  2 малы по сравнению с размерами системы, 

а следовательно практически остаются неизменными все углы в системе и 

мы можем записать: 

K

AÀ

l

l 2

2

11

2










                                                     (4) 

уравнение (4) называют «уравнением совместности деформаций». 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Устанавливаем взаимосвязь между удлинением стержней системы 

и продольными силами действующими в них на основании закона Гука. 

Физическая сторона задачи (ф.с.з.): 

Распишем  значения  l1 и  l2  через закона Гука в абсолютных вели-

чинах: 

В 

F 
А 

Рису-

нок 24 

а/2  

УC 
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l1 

  К2 А2 

А1 

  К1 
 

К 2А 
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1

11

1
AE

lN
l




 ;           

2

22

2
AE

lN
l




                                    (5) 

5. Решаем совместно все уравнения и определяем продольные силы 

действующие в системе. Синтез. 

Подставим значения  l1 и  l2  из уравнения (5)  в уравнение (4), (со-

гласно исходных данных А1 = А; А2 = 2А)  получим: 

5,1
2

21

2

1 




lNAE

AElN
 

Проведем математические преобразования и получим:   

lNlN 225,1112  . 

Отсюда выразим силу N1:   
l

lN
N

12

225,1
1




                    (6). 

Определим длины стержней: 

l1 = в / sin  = 4 / sin 45 = 4 / 0,707 = 5,66 (м) 

 l2 = в / sin  = 4 / sin 60 = 4 / 0,707 = 4,62 (м)  

Уравнение (6) подставим в уравнение (3) и выразим  силу N2: 
































h
l

hl

в
a

F

N

2
12

125,1

2
2                                                       (7). 

Подставим численные значения в уравнения (6) и (7) определим силы  

N1 и N2: 

kH

kH

N 75,24

464,3
66,52

242,462,45,1

4
2

2
30

2 

































 

kHN 15,15
66,52

62,475,245,1
1 




  

 

6. Определим и примем допускаемые напряжения для материала 

стержней системы. 

  MNa

T

T

S
3,133

8,1

240



  

7. Определяем необходимую площадь поперечного сечения стержней. 

Условие прочности:    max   
A

Nmax
max .  

Nmax= N2=24,75 кН, 

следовательно площадь определится по формуле: 
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223

2

6

3
2 86,110186,0

103,133

1075,24
cмм

м

H

HN
A 




 


 

Тогда А1 = А=1,86 см
2
;  А2 = 2А=2  1,86=3,72 см

2
. 

Так как площадь сечений стержней должна быть одинаковой, у обоих 

стержней, принимаем расчётную площадь 93,0
4

72,3

4

max
. 

A
Aрасч см

2
. 

Выбираем по таблицам нормального сортамента (Приложение) равнобо-

кий уголок  20х20х3 с площадь поперечного сечения Ауголка = 1,13 см
2
= 113 

мм
2
.                          

8. Определяем фактические напряжения в стержнях системы. 

В первом стержне: 

  3,13352,33
1134

1015,15

4 2

3
1

1 






  МПа

мм

H

A

N

уголка

МПа 

Во втором стержней:  

  3,13376,54
1134

1075,24

4 2

3
2

2 






  МПа

мм

H

A

N

уголка

МПа 

9. Определяем допускаемую нагрузку из условия прочности. 

Условие прочности:    max   
A

Nmax
max .  

Наиболее нагруженным является второй стержень  и продольная сила 

в нем определяется:  

N2 = Nmax 4 Aуголка  [] = 4  113 мм
2  133б3 МПа = 60251,6 Н   

Из уравнения (6) определим усилие в первом стержне: 

5,36885
66,52

62,46,602515,1
1 




N Н 

Подставим значения N1 и  N2 в уравнение (3) и выразим допускаемую 

нагрузку: 

 
 

H

в
a

hNhN
F 97,73035

41

464,36,60251242,45,36885

2

2211 
















  

Недогрузка системы составляет:  
 

%45,143%100
30000

3000097,73035
%100 






F

FF
. 

 10. Определяем предельную нагрузку. 

Предельное состояние системы характеризуется полным использова-

нием несущей способности, которое наступит тогда, когда в обоих стерж-

нях напряжения достигнут предела текучести – что достигается не одно-

временно. В начале наступит пластическая деформация во втором стержне 

и усилие в нем будет равно: 
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TN 2 =  4 AуголкаТ = 4  113 мм
2  240 МПа = 108480  Н   

После появления пластической деформации во втором стержне кон-

струкция сохранит способность воспринимать возрастающую нагрузку F. 

При этом усилие во втором стержне останутся постоянными и равными  
TN 2 . конструкция превращается в  статически определимую. Исчерпание 

несущей способности всей конструкции наступит тогда, когда в первом 

стержне напряжения достигнут предела текучести и усилие в нем опреде-

лится: 
TN1 =  4 AуголкаТ = 4  113 мм

2  240 МПа = 108480 Н   

соответствующая этому моменту нагрузка Fпред. определяется после 

подстановки значений N1 и  N2  в уравнение (3): 

 
H

в
a

hNhN
Fпред 4,167189

41

464,3108480242,4108480

2

2211
. 

















  

11. Определяем предельную допускаемую нагрузку. 

  H
H

S

F
F

пред
пред 92883

8,1

4,167189.
.   

Определяем на сколько можно повысить несущую способность си-

стемы при расчете по предельному состоянию:  

   

 
%2,27%100

97,73035

97,7303592883
%100 






F

FFпред
 

Таким образом, расчёт по предельному состоянию позволяет обнару-

жить скрытый запас работоспособности конструкции, составляющий 

27,2%. 

12. Определяем монтажные или температурных напряжения. 

12.1. Определим температурные напряжения, вызванные нагревом 

стержня. 

 

Предположим, 

что стержень АД 

нагрет на величину 

t. Определим реак-

ции и напряжения 

стержня. Для этого 

повторим расчеты с 

пункта 2 по пункт 8. 

Статическая 

сторона задачи. При 

повышении темпера-

туры стержень стремится удлиниться. Этому препятствуют второй стер-

жень и шарнирная опора С в результате чего возникают реакции (рис. 26). 
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mC (Fk) =   N1 h1 - N2 h2  = 0. 

4,242 N1= 3,464 N2 

отсюда  2
2

1 82,0
242,4

464,3
N

N
N                                          (1). 

Геометрическая  сторона задачи. При сборке стержень АС займёт 

положение А1С (показано на рисунке 27). А нагретый стержень изменит 

свою длину, он укоротится на величину l1.  

Установим взаимосвязь между удлинением стержней системы.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Из подобия треугольников  САА1иСКК1: 

5,1
4

6

1

1 
KC

AC

KK

AA
                                                       (2) 

Из прямоугольные треугольника  КК1К2    определим удлинение 

стержня  l2  (КК2): 

l2  =КК1sinотсюда  
sin

2
1

l
KK


                                 (3) 

Из прямоугольные треугольника  АА1А2    определим удлинение 

стержня  АА1, через удлинение l1: 

АА2 = АА1sinотсюда  
sin

2
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Рассматривая стержень АД, который после нагрева удлиняется и бу-

дет иметь длину А3Д, а после сборки системы укоротиться на величину  

l1и займёт положениеА2Д, получим, что:          АА2 = АА3 – А2А3 = lt - l1. 

Следовательно: 
 sinsin

12
1

llAA
AA t 


                          

(4). 

Выражения (3) и (4) подставим в уравнение (2), получим: 
 

5,1
sin

sin

2

1 




l

llt




                                                       (5). 

Физическая сторона задачи. В уравнении (5) у нас три неизвестные  

l1,  l2  иlt. Величины l1 и l2 распишем по закону Гука  (пункт 4). Ве-

личину определяем по формуле: 

lt = lt = 125  10
-7 5,66 , 40 = 12,5  10

-6 5,66  40 = 2830  10
-6

 = 

28,3 10
-4

 м. 

Синтез. Подставим в уравнение (5) полученные величины и проведем 

математические преобразования, получим: 

24,51  10
-4

 = 2,7  10
-8 

N2 + 1,44  10
-8

N1                                   (6). 

Уравнение (1) подставим в уравнение (6) и определим N2  иN1: 

4

8

4

2 1032,6
1088,3

105,24











N Н = 63200 Н             (стержень растянут) 

HN 8,51608
242,4

63200464,3
1 


                              (стержень сжат) 

Определим температурные напряжения в стержнях: 

  МПаМПа
A

N

уголка

3,1332,114
1134

8,51608

4

1
1 





   

  МПаМПа
A

N

уголка

3,1338,139
1134

63200

4

2
2 





   

При нагреве первого стержня у второго стержня условие прочности 

не выполняется, то есть не обеспечена прочность. 

12.2. Определим монтажные напряжения, вызванные неточность из-

готовления второго стержня. 

Предположим, что стерженьКМ конструкции, оказался короче на ве-

личину  m (рис. 28). Если величина m незначительна, то, приложив 

определенные усилия, можно все стержни соединить в систему. В которой 

платформа АС займет после сборке какое-то положение А1С (показано на 

рисунке  28). Очевидно, при этом стержень АД будет сжат, а стержень КМ 

  растянут. 

Статическая сторона задачи. Аналогична  пункту  12.1. 

Геометрическая  сторона задачи. Неточно изготовленный стержень 

КМ после сборке изменит свою длину, он удлинится  на величину l2, а 

стержень АД укоротится на величину l1.  
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Установим взаимосвязь между удлинением стержней системы.  

Из подобия треугольников  САА1иСКК1: 

5,1
4

6

1

1 
KC

AC

KK

AA
                                                      (2) 

Из прямоугольные треугольника  АА1А2    определим удлинение 

стержня  l1  (АА2): 

l1  =АА1sinотсюда  
sin

1
1

l
AA


                                  (3) 

Из прямоугольные треугольника  КК1К2    определим удлинение 

стержня  КК1, через удлинение l2: 

sin

2
1

KK
KK   

Рассматривая стержень КМ, который неточно изготовлен и имеет 

длину равную отрезку К3М, а после сборки системы удлинился на величи-

ну  l2и занял положение К2М, получим, что:          КК2 = КК3 – К2К3 = m - 

l2. 

Следовательно: 
 sinsin

22
1

lmKK
KK




                         
(4). 

Выражения (3) и (4) подставим в уравнение (2), получим: 

 
5,1

sin

sin

2

1 
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                                                       (5). 
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Физическая сторона задачи. В уравнении (5) у нас две неизвестные  

l1,  l2. Величины l1 и l2 распишем по закону Гука  (пункт 4).  

Синтез. Подставим в уравнение (5) полученные величины и проведем 

математические преобразования, получим: 

5,4  10
-8

N1 = 0,85 - 2,6  10
-8 

N2                                                            (6). 

Уравнение (1) подставим в уравнение (6) и определим N2  иN1: 

6

82 101,12
10028,7

85,0






N Н                            (стержень растянут) 

HNN 66

21 1092,9101,1285,085,0         (стержень сжат) 

Определим монтажные напряжения в стержнях: 

  МПа
A

N

уголка

3,133
4

1
1 


   

  МПа
A

N

уголка

3,133
4

2
2 


   

 

 

ЗАДАЧА 3 

Построить эпюры Q и Ми для консольной балки (рис. 28, а),и подо-

брать из условия прочности: 

1) деревянную балку круглого сечения при []=8 МПа; 

2) стальную балку двутаврового сечения при []=160 МПа. 

Если q=9 кН/м; F=6 кН; М=12 кНм; а1=0,5 м; а2=1,0 м; l1=1,5 м. 

 

Решение. 

1. Строим эпюру поперечных сил Q. Построение начинаем от свобод-

ного конца (точка В), не определяя опорных реакций (балка консольная). 

Делим балку на участки ВС, СД,ДА (рис. 29, б). 

На первом участке ВС: 0 м≤z1≤(l1-а2=1,5-1=0,5 м) 

Q1 = F = 6 кН (на протяжении всего участка ВС  Q1 =const, так как не за-

висит от z). 

На втором участке СД: 0,5 м≤z2≤(l1-а1=1,5-0,5=1 м) 

Q2 = F+ q(z2 – 0,5)    уравнение наклонной прямой; 

при   z2=0,5 м,  Q2 = F+ q(z2 – 0,5)=6+9(0,5– 0,5)=6 кН 
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при   z2=1,0 м,  Q2 = F+ q(z2 – 0,5)=6+9(1,0– 0,5)=10,5 кН 

На третьем участке ДА: 1,0 м ≤ z3 ≤ (l1 =1,5 м) 

Q3 = F+ q(z3 – 0,5)    уравнение наклонной прямой; 

при   z2=1,0 м,  Q3 = F+ q(z2 – 0,5)=6+9(1,0– 0,5)=10,5 кН 

при   z2=1,5 м,  Q3 = F+ q(z2 – 0,5)=6+9(1,5– 0,5)=15 кН 

По полученным данным строим эпюру Q (рис. 29, в) 

2. Строим эпюру изгибающих моментов М. 

На первом участке ВС: 0 м ≤ z1≤ (l1-а2=1,5-1=0,5 м) 

М1 = -Fz1    уравнение наклонной прямой; 

при   z1=0 м,  М1 = - Fz1= - 60=0 кНм 

при   z1=0,5 м,  М1 = - Fz1= - 60,5= - 3 кНм 

На втором участке СД: 0,5 м ≤ z2 ≤ (l1-а1=1,5-0,5=1 м) 

М2 = - Fz2-q(𝑧2 –  0,5)
(z2 – 0,5)

2
      уравнение параболы; 

при   z2=0,5 м,   

М2 = - Fz2- q(z2 – 0,5)
(z2 – 0,5)

2
= -6 0,5 - 9(0,5– 0,5)

(0.5 – 0,5)

2
= -3 кНм 

при   z2=0,75 м,   

М2 = - Fz2- q(z2 – 0,5)
(z2 – 0,5)

2
= -6 0,75 - 9(0,75– 0,5)

(0.75 – 0,5)

2
= -4,78 кНм 

при   z2=1,0 м,   

М2 = - Fz2- q(z2 – 0,5)
(z2 – 0,5)

2
=-61,0- 9(1,0– 0,5)

(1,0 – 0,5)

2
=  -7,125кНм 

На третьем участке ДА: 1,0 м ≤ z3 ≤ (l1 =1,5 м) 

М3 = - Fz3- q(𝑧3 –  0,5)
(z3 – 0,5)

2
+М   уравнение параболы; 
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Рисунок 28 – Пример построения эпюр поперечных сил и изгибающих мо-

ментов 
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при   z3=1,0 м,   

М3 = - Fz3- q(z3 – 0,5)
(z3 – 0,5)

2
 +М = -61,0- 9(1,0– 0,5)

(1.0 – 0,5)

2
 +12 = 4,875 

кНм 

при   z3=1,25 м,   

М3 = - Fz3- q(z3 – 0,5)
(z3 – 0,5)

2
+М= -61,25 - 9(1,25– 0,5)

(1.25 – 0,5)

2
+12 = 3,467 

кНм 

при   z3=1,5 м,   

М3 = - Fz3- q(z3 – 0,5)
(z3 – 0,5)

2
+М=-61,5- 9(1,5– 0,5)

(1,5 – 0,5)

2
+12 = -1,5кНм 

По полученным данным строим эпюру М (рис. 29, г). 

3.Подбираем сечение балки из условия прочности при изгибе: 

𝑚𝑎𝑥 =
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑊х
≤ [] 

а) диаметр деревянной балки 

𝑑 ≥ √
𝑀𝑚𝑎𝑥

0,1[]

𝟑

≥ √
7,125106

0,18

𝟑

≥ 207,3  мм 

Полученное значение диаметра округляем до целого числа в большую 

сторону. 

𝑑 = 210  мм 

б) номер двутавра 

 

𝑊𝑥 ≥
𝑀𝑚𝑎𝑥

[]
≥

7,125106

160
≥ 44531,25мм3 = 44,531см3 

По таблице сортаментов подбираем двутавр №  12  при Wх=58,4 см
3
.  
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ЗАДАЧА 4 

 

Определить [F] для колонны (рис. 30) из стали 3, если [nу] = 3. 

 

 
Рисунок 30  Схема нагружения балки продольной силой 

 

Решение: 

Допускаемую величину силы F найдем для расчета колонны на 

устойчивость: 

 
 у

кр

n

F
F  . 

Определяем геометрические характеристики сечения, 
d

d0 : 

  5267350
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Определяем минимальный радиус инерции: 

 

 
39

3454

5267350

1
4

d

1
64

d

A

J
i

2
2

4
4

min
min 







 мм. 

Определяем гибкость колонны: 

min
i

l
  мм, 

. 

 Подставляем числовые значения, получаем 
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1266,125
39

70007,0



 . 

Для стали 3 по справочнику принимаем пред = 100 (приложение), 

сравним расчетную гибкость с предельной  126 > 100, следовательно, ве-

личину критической силы определяем по формуле Эйлера: 

 
 

 
432603
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526735010214,3

l

JE
F

2

52

2

min

2

кр 








 Н = 433 кН 
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Приложение 

Механические характеристики машиностроительных материалов 

Марка материала Е, МПа Т, МПа ВР, МПа , % 

Сталь Ст 2 2  10
5 220 380 27 

Сталь Ст 3 2  10
5
 230 430 21 

Сталь Ст 40, нормализация 2  10
5
 340 580 19 

Сталь Ст 45, нормализация 2  10
5
 360 610 16 

 

Коэффициент уменьшения расчетного сопротивления 

 Ст 2-4 Ст 5  Ст 2-4 Ст 5 

0 1,00 1,00 110 0,52 0,43 

10 0,99 0,98 120 0,45 0,36 

20 0,96 0,95 130 0,40 0,33 

30 0,94 0,92 140 0,36 0,29 

40 0,92 0,89 150 0,32 0,26 

50 0,89 0,86 160 0,29 0,24 

60 0,86 0,82 170 0,26 0,21 

70 0,81 0,76 180 0,23 0,19 

80 0,75 0,70 190 0,21 0,17 

90 0,69 0,62 200 0,19 0,16 

100 0,60 0,51    

 

Коэффициенты а и b для формулы Ясинского 
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