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ВВЕДЕНИЕ 

   

 

 Знания, приобретаемые студентом в результате изучения математики, имеют  

важное значение в процессе его обучения в вузе. В настоящее время 

математические методы широко используются для решения самых разнообразных 

технических задач, применяются в экономике и планировании. 

 Данное пособие состоит из четырех основных разделов: 1) вычисление 

площадей плоских фигур, объемов тел, длины дуг; 2) приложение определенного 

интеграла к задачам механики, физики, техники (давление жидкости, работа 

переменной силы и т.д.; статические моменты, моменты инерции и центр тяжести); 

3) несобственные интегралы; 4) приближенное вычисление определенных 

интегралов. Для проверки знаний студентов теоретического материала составлены 

контрольные вопросы. А также приведены решения типовых примеров и задания 

для самостоятельной работы студентов. В конце пособия предлагается перечень 

контрольных  работ к каждой изученной теме, состоящих из 30 вариантов. 

Для желающих расширить и углубить свои знания по теме «Определенный 

интеграл», предлагается серия задач, отнесенных к главам «Дополнительные 

задачи» и «Приложение определенного интеграла к задачам с 

сельскохозяйственным содержанием» данного пособия. 
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Раздел I. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ   ИНТЕГРАЛ 

 

 1.1. Задача, приводящая к понятию определенного интеграла.  

 Задача о площади криволинейной трапеции  

 

Определение 1.  Криволинейной трапецией называется плоская фигура, 

ограниченная кривой xfу , слева прямой ах , справа прямой  вх  и снизу – 

осью Ох,  (рис. 1). 

 

                                          у   

 
                                                                   )(хfу  

 

 

 

 

 

                                            0                                                               х 

                                              ах                              вх            
                                                          

Рис.1 Криволинейная трапеция  
 

 

 Для определенности положим, что функция xfy  определена и 

положительна на отрезке ва  ; . Пусть требуется вычислить площадь S указанной 

трапеции. Проделаем следующие операции: 

 1) Разобьем отрезок ва  ;  на n произвольных частей точками 

вxxxax
nn-

, x, ... ,,,  x,
13210

.  

 2) В точках деления проведем прямые, параллельные оси Оу до пересечения с 

кривой. В результате трапеция разобьется на n частей (полос), каждая из которых – 

криволинейная трапеция; 

 3) Найдем длину каждого основания криволинейной трапеции:  
011

xxx , 

122
xxx , 

233
xxx ,…, 

1nnn
xxx . 
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 4) На каждом из элементарных отрезков 
1iii

xxx , где ni  ,1 , выберем    

произвольно точку 
i

x~  и определим значения функции в этих точках )~(
i

xf . 

Если площадь каждой из полос заменить соответственно площадью прямоугольника 

со сторонами )~(
i

xf  и 
i

x , то сумма площадей всех n прямоугольников 

(ступенчатая фигура) (рис.2) даст приближенное значение площади S данной 

криволинейной трапеции. 

 5) Составим сумму вида: 

 

nnii
xxfxxfxxfxxfxxf )~(...)~(...)~()~()~(

332211
 

                                                    
ii

xxf
n

i

~)~(
1

.                                                             

или                                         

                                                          
i

x
i

xfS
n

i 1

~ .                                              (1) 

 

 

           y      )
1

~(xf  )
2

~(xf    )
3

~(xf                               )~(
n

xf  

                                                       )~(
i

xf  

 

                                                           

 

 

 

 

               ax
0

 
1

x      
2

x      3x       
1i

x     
i

x       
1n

x    вx
n

      x 

                      
                     

1
~x       

2
~x        

3
~x                 

i
x~                

n
x~  

                                                   
                                              Рис. 2 Ступенчатая фигура 

 

 Сумма (1) называется интегральной суммой  Римана для функции )(xf , 

составленной на отрезке ва  ; . 
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 Очевидно, чем больше будет число n, тем точнее сумма (1) будет выражать 

площадь S. При этом отрезки 
i

x  будут уменьшаться. 

 6) Обозначим через ixmax  наибольшую из длин отрезков 
i

x . 

Тогда за величину площади криволинейной трапеции принимают предел, к 

которому стремится сумма (1) при условии, что n  и 0ixmax . 

 Таким образом,  

 

                                          ixixflimS
n

i
ixmax 10

~ .                                     (2) 

  Интегральная сумма (1) зависит от способа разбиения данного отрезка ва  ;  на 

элементарные отрезки и от выбора точек 
i

x~  на каждом из полученных 

элементарных отрезков. Следовательно, для данной функции на данном отрезке 

можно составить бесчисленное множество интегральных сумм. 

  

Определение 2. Если существует предел интегральной суммы (1) при 

0ixmax , не зависящий ни  от способа разбиения отрезка на части, ни от 

выбора в каждой части точки, то этот предел называется определенным интегралом 

от функции )(xf на отрезке ва  ;  и обозначается dx
в

a
xf . 

Таким образом, по определению 2 имеем: 

 

                                      dxxf
в

a
i

x
i

xflim
n

iixmax 10

~ ,                                 (3) 

 

где а –  нижний предел интегрирования;      

      в – верхний предел интегрирования; 

     x  –  переменная интегрирования; 

    xf    –  подынтегральная функция; 
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    dxxf  – подынтегральное выражение. 

 Далее, возвращаясь к задаче о площади криволинейной трапеции и, применяя 

определение 2, заключаем, что  

                                                         dxxfS
в

a
фиг

.                                                       (4) 

 Геометрический смысл определенного интеграла заключается в вычислении 

площади криволинейной трапеции. 

 Определение 3. Функция, для которой на отрезке существует определенный 

интеграл, называется интегрируемой на этом отрезке. 

Приведем теоремы, устанавливающие необходимые и достаточные условия 

интегрируемости функции, [3].  

Теорема 1 (необходимое условие интегрируемости). Если функция xf  

интегрируема на отрезке ва  ; , то она ограничена на этом отрезке.  

Теорема 2. Если функция xf  непрерывна на отрезке ва  ; , то она и 

интегрируема на нем. 

Теорема 3. Если функция xf  монотонна на отрезке ва  ; , то она 

интегрируема на этом отрезке.  

Теорема 4. Если функция ограничена на отрезке ва  ;  и непрерывна во всех 

точках ва  ; , кроме конечного числа точек, в которых она имеет разрыв первого 

рода, то она интегрируема на ва  ; . 

Теоремы 2-4 устанавливают достаточные условия интегрируемости функции. 

примем их без доказательства, т.к. это выходит за рамки изучаемого курса. 

Рассмотрим примеры. 

 Пример 1.  Вычислить интеграл  
1

0

2dxx  по определению 2. 

Решение. Подынтегральная функция 2xxf ; 1 ,0 ва . Проделаем 

следующие операции: 
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 1) Разделим отрезок 1;0  на n равных частей точками 

1 ,
1

 x, ... ,
3

 ,
2

 ,
1

  x,0
13210 n

n
x

n

n

n
x

n
x

n
x

nn-
. В результате разбиения 

получим элементарные отрезки ]  x;[
10

x , ]  x;[
21

x , …, ]  ;[
1 nn

xx . 

 2) Обозначим длину каждого такого отрезка через 
1iii

xxx , где I = 1; 2;  

3;…n. Длина каждого такого отрезка будет равна 
nnn

ав
x

i

101
. 

 3) Выберем на каждом таком отрезке 
i

x  точку 
ii

xx~ , где I = 1 ; 2; 3;…n. 

Имеем:  

1~  ,
1~  ,...,

3~  ,
2~  ,

1~
11332211 n

n
xx

n
n

xx
n

xx
n

xx
n

xx
nnnn

. 

 4) Вычислим значение функции 2xxf  в каждой выбранной точке: 

n
xfxf

1~
2

11
; 

n
xfxf

2~
2

22
; 

n
xfxf

3
2

33
~ ;… 1~

nn
xfxf   

 5) Составим сумму вида: 

 

nnii
xxfxxfxxfxxfxxf )~(...)~(...)~()~()~(

332211
 

nn

in

innn

n

nnnnnn

1

1

1
1

11
...

131211
2

2
2222

. 

 По определению  

3

2222

3

2

3

2

3

2

3

2

0
1

1

0

2 ...321
...

321

n

n
lim

n

n

nnn
limdxx

n

n

n

 

3

1

6

1
2

1
1

6

121
3

nn
lim

n

nnn
lim

nn

. 

Таким образом, 
3

11

0

2dxx .  
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1.3.  Свойства определенного интеграла 

 

 1. При перестановке пределов интегрирования, где ва  определенный 

интеграл меняет свой знак на противоположный, т.е.  

 

а

в

в

а

dxxfdxxf . 

 

Доказательство: Рассматривая определенный интеграл  

 

ixixflimdxxf
n

iixmax

в

а 10

~)(  

 

(по определению 2) в направлении от в к а,  получим, что в этом случае точки 

разбиения 
i

x~  отрезка ва  ;  будут занумерованы в порядке следования от в к а и в 

интегральной сумме (3) все разности  
i

x будут отрицательными, что и доказывает 

свойство.   

 

 2.  Если пределы интегрирования равны, то определенный интеграл равен 

нулю, т.е. 

0dxxf
а

а

. 

 

Доказательство: Исходя из геометрического смысла определенного 

интеграла,  

заключаем, что основание криволинейной трапеции, в данном случае, имеет длину, 

равную нулю. Следовательно, и площадь ее равна нулю. 

 

 3. Постоянный множитель в определенном интеграле можно выносить за знак 

интеграла, т.е. 
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в

a

в

а

dxxfсdxxсf , где с – const  (постоянная величина). 

 

Доказательство: По определению 2 имеем: 

 

dxxfс
в

a

dxxf
в

а

с
i

x
i

xflimс
i

x
i

xfсlim
n

iixmax

n

iixmax
)(~~

1010
. 

 

 4. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа 

функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от слагаемых 

функций, т.е. 

в

а

в

а

в

а

dxxdxxfdxxxf . 

 

Доказательство: По определению 2: 

 

в

а

dxxxf
i

x
i

xflim
i

x
i

x
i

xflim
n

iixmax

n

iixmax 1010

~~~  

 

i
x

i
xlim

n

iixmax 10

~
в

а

в

а

dxxdxxf )()( . 

 

 5. Если для функции существуют интегралы 
в

а

dxxf , 
с

а

dxxf  и 
в

c

dxxf , то 

имеет место равенство 

с

а

в

c

в

а

dxxfdxxfdxxf . 
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Это равенство верно, когда выполняются неравенства вcа  или cва , 

или вac . 

 

Доказательство: Пусть вcа . Поскольку определенный интеграл не 

зависит от способа разбиения отрезка ва  ; , то разобьем отрезок ва  ;  так, чтобы 

точка с была точкой разбиения. Если, например, 
m

xс , то интегральную сумму (3) 

можно разбить на две суммы:  

 

i
x

i
xf

i
x

i
xf

i
x

i
xf

n

mi

m

i

n

i 111

~~~ . 

 

Переходя в этом равенстве к пределу при 0
i

xmax , получаем доказываемое 

равенство. 

 Пусть теперь cва ; тогда по доказанному имеем 

 

в

а

с

в

с

а

dxxfdxxfdxxf ,  

 

откуда, учитывая свойство 1, получаем 

 

с

а

в

с

с

а

с

в

в

а

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf . 

 

 Таким образом, равенство данного свойства доказано. Аналогично 

доказывается при вac . 

 

 6. Если на отрезке ва; , где ва  функции xf  и x  удовлетворяют 

условию xxf , то 
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в

а

в

а

dxxdxxf . 

 

 Доказательство: Рассмотрим разность  

 

iii
ixmax

в

а

в

а

в

а

xxfxlimdxxfxdxxfdxx ~~~
0

. 

 

Разность 0)~()~(
ii

хfх , 0
i

х~ . Следовательно, каждое слагаемое суммы 

неотрицательно, неотрицательна вся сумма и ее предел, т.е. 

 

в

а

в

а

в

а

dxx dxxf    dxхdxxf 0)( . 

 

 7. (Оценка интеграла). Если m – наименьшее значение, а М – наибольшее 

значение функции  на отрезке ва;  и ва , то 

авMdxxfавm
в

а

. 

 

 Доказательство: По условию 

Mxfm . 

 

На основании свойства 6 имеем: 

 

)()( авМdxxfавm    Mdxdxxfmdx
в

а

в

а

в

а

в

а

. 

 

 8. (Теорема о среднем). Если функция xf  непрерывна на отрезке ва; , то  
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авfdxxf
в

а

, где ва . 

 

 Доказательство: Пусть для определенности ва . Если  m и M суть, 

соответственно наименьшее и наибольшее значения xf  на отрезке ва; , то в силу 

формулы свойства 7: 

Мdxxf
aв

m
в

а

1
. 

Отсюда 
в

а

dxxf
aв

1
, где Mm . Так как функция xf  непрерывна, то 

ее значения, вычисленные в точках из отрезка ва; , заключены между m и M. 

Следовательно, при некотором значении  ( ва ) будет выполняться равенство 

f . Таким образом, равенство доказано. 

  

                      у 

                               xf   f            

 

 

 

                                                          

                      0      а             в      х 

 
Рис. 3 

Геометрический смысл этой теоремы 

состоит в том, что площадь 

криволинейной трапеции равна площади 

прямоугольника с основанием ав  и 

высотой f  (рис. 3). 

 

 

 9. Если ограниченная функция интегрируема на отрезке  ва; , то абсолютная 

величина ее также интегрируема на этом отрезке, причем 

 

в

а

в

а

dxxfdxxf . 

 

 Доказательство: Применяя оценку свойства 6 к очевидным неравенствам: 

xfxfxf , получаем   
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    dxxfdxxfdxxf
в

а

в

а

в

а

в

а

в

а

dxxfdxxf . 

 С доказательствами свойств определенного интеграла можно ознакомиться, 

например, в [14].    

Контрольные вопросы 

 

 1. Что называется интегральной суммой Римана функции )(xf  на отрезке 

ва; ? 

 2. Сформулируйте определение определенного интеграла. 

 3. Какая функция называется интегрируемой на отрезке? 

 4. Сформулируйте достаточное условие интегрируемости функции. 

 5. В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла? 

 6. Сформулируйте свойства определенного интеграла. 

 7. Назовите задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. 

 

Раздел II. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ  

В ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ 

 

2.1. Метод непосредственного вычисления  

определенного интеграла 

 

Метод непосредственного вычисления определенного интеграла заключается 

в том, что интеграл вычисляется по формуле Ньютона – Лейбница, зная одну из 

первообразных функции xf . 

Теорема 5. Если функция xfу  определена и непрерывна на отрезке ва;  

и xF  ее первообразная также непрерывная на данном отрезке, то имеет место 

формула: 

 

                                              aFвFxFdxxf
в

а

в

а

.                                         (5) 
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 Эта формула называется формулой Ньютона – Лейбница (или основной 

формулой интегрального исчисления).  

 Покажем на примере вычисление определенного интеграла, рассмотренного в 

примере 1, используя формулу (5).   

Пример 2. Вычислить интеграл 
1

0

2dxx . 

Решение. Так как функция  и ее первообразная непрерывны на отрезке 1;0 , то 

по формуле Ньютона – Лейбница:
3
1

3

1

0

31

0

2 х
dxx . 

Пример 3. Найти ошибку при вычислении интеграла 
2

0
21x

dx
. 

Решение. 211
1

1

1

2

0

2

0
2 хx

dx
.  

 

Полученный результат вводит в сомнение, поскольку интеграл от всюду 

положительной функции 0
1

1
2x

xf  принимает отрицательное значение, что 

противоречит свойству 7. 

В данном случае формулу Ньютона – Лейбница применять нельзя, так как 

подынтегральная функция 
21

1

x
xf  и ее первообразная 

1
1

x
xF  разрывны 

на отрезке 2;0  в точке 1x . 

 Пример 4. Вычислить интеграл 
1

0
2 82xx

dx
. 

 

 Решение. Здесь, так же,  как и в неопределенном интеграле, в интегралах  

вида:  
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а) 
в

а свxаx

dx
2

; б) 
в

а свxаx

dx

2
; в) 

в

а свxаx

dxnmx
2

)(
; г) 

в

а свxаx

dxnmx

2

)(
 

 

выделяют полный квадрат в знаменателе. 

1

0

1

0
22

1

0
2

1

0
2 31

31

6

1

3181)12(82 x

x
ln

x

dx

xx

dx

xx

dx
 

 

5
2

6

1

2

1

5

1

6

1

2

1

5

1

6

1
lnlnlnlnln . 

 

Задание 1. Вычислить самостоятельно следующие интегралы: 

 

1. 
2

1

2 342  dxхх ; 

 

(Ответ: 3). 

2. 
8

1
3

3 4 25
  

x

хx
; 

 

(Ответ: -52,5). 

3. dxe x 52
5,4

5,2

2 ; 

(Ответ: 14е ). 

 

4. dx
x 6

5

4
10

5

5 ; 

(Ответ: 
5

2,31

ln
). 

5. 
2

0
14x

dx
; 

 

(Ответ: 
4

9ln
). 

 

6. 
7

1
4

4

0 22

3
  

12
  

x

dх

x

dх
; 

 

(Ответ: 892 ). 

 

7. dxxsin
π/

π/3

)3(
2

; 

 

(Ответ: 
3

1
). 

8. dx
x

cos
π/2

2

3

20

; 

 

(Ответ: 
3

22
). 

9. 
4/

0 2 2
4

xcos

dx
; 

 

(Ответ: 1). 

10. 
8

0 2 4
3

π/

xsin

dx
; 

(Ответ: 
3

3
). 

11. 
8

0
2

16
4

x

dx
; 

(Ответ: 
8

). 

12. 
1

0
245

4

x

dx
; 

 

 

(Ответ: 5ln ). 
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2.2. Метод замены переменной (подстановки)  

в определенном интеграле 

Если в данном интеграле dxxf
в

а

 первообразную xF  функции xf  

определить по таблице интегралов невозможно, то введение новой переменной 

позволяет свести данный интеграл к табличному.  

Теорема 6. Если функция tx   удовлетворяет следующим условиям: 

1) tx  – непрерывная и однозначная функция, заданная на отрезке ;  и 

имеющая в нем непрерывную производную t ; 

2)  значения функции tx  при измененном t на отрезке ;  не выходят 

за пределы отрезка ва; ; 

3) ва   ; , то для любой непрерывной на отрезке ва;  функции 

xf  справедлива формула замены переменной (или подстановки) в определенном 

интеграле: 

                                                  dtttfdxxf
в

а

.                                            (6) 

 

Замечание 1. При вычислении определенных интегралов методом 

подстановки можно не возвращаться к первоначальной переменной x , как это 

требовалось при вычислении неопределенных интегралов, нужно только 

пересчитать новые границы интегрирования   и  .  

Замечание 2. Часто вместо подстановки tx  применяют обратную 

подстановку xt . В этом случае пределы для новой переменной t  и  

определяются непосредственно по формулам  а  и в . Следует иметь в 

виду, что и в этом случае функция tx  (которая получается из уравнения 

xt , если его решить относительно переменной x ), должна удовлетворять всем 

указанным выше условиям, при соблюдении которых имеет место формула (6). 

Функция tx  должна быть непрерывной однозначной от t в пределах 
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интегрирования, и при непрерывном изменении x  от а до в переменная t также 

должна непрерывно изменяться от  до . 

 На практике замену переменной обычно производят с помощью монотонных 

непрерывно дифференцируемых функций. 

 

Пример 5. Вычислить интеграл 
8

3 1
 

x

xdx
. 

 

 Решение.  Применим подстановку tx1 , отсюда 21 tx  и 12tx ;  

tdtdx 2 ; определим границы интегрирования: при 3x  231  (нижний 

предел), при 8x  381  (верхний предел). Функция 12tx  

удовлетворяет всем условиям теоремы, т.к.: 

 1) она однозначна и непрерывна на отрезке 3 2;  и имеет на этом отрезке 

непрерывную производную tt 2)( ;  

2) значения функции 12tx  при изменении переменной t от 2 до 3 не выходят за 

пределы отрезка 8 3; ;  

3) 3)2(  и 8)3( . 

 Следовательно, применяя формулу (6), получаем: 

 

3

2
10

3
21 2

21
 

1
 

3

2

33

2

2
3

2

28

3

t
t

dtt
tdtt

x

xdx

t
)(

)(
. 

 Пример 6. Вычислить интеграл 
π/2

xsinsinx

dxcosx

0
256

 
. 

 

  Решение. Применим подстановку  ts i n x; dtdxсosx . Функция 

arcsintx , определенная на 1 ;0   при x
2

 ;0  удовлетворяет всем условиям 

теоремы. Следовательно, по формуле (6) получим: 
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3

4

2

3

4

1

2

556

 
1

0

1

0
2

1

0
2

2

0
256

ln
t

t
ln

t

dt

tt

dt

xx

dxcosx

sinsin

/
. 

 Пример 7. Допущена ли ошибка при вычислении интеграла 
4

2

2dxx  в 

указанных ниже способах?  

 

 Решение. 1 способ. По формуле Ньютона – Лейбница получим: 

 

24)864(
3

1

3

4

2

34

2

2 x
dxx . 

 Ответ: нет. 

 2 способ. Вычислим данный интеграл, применив подстановку tx2 ; отсюда 

.0,

0,

xпри    t

xпри    t
tx    

 Таким образом, отрезок 400242    ;;; . В первом случае
t

dt
dx

2
  

и, при 0x , 002 ; при 4x , 1642 . Во втором случае 
t

dt
dx

2
  и 

при 2x , 422 ; при 0x , 0 . Тогда искомый интеграл будет равен: 

 

4

0

2
0

2

2
4

2

2 dxxdxxdxx
16

0

4

0

16

0

0

4 2222 t

tdt

t

tdt
 

t

tdt

t

tdt
 

 

24648
3

1
164

3

1

3

1 16

0

4

0

3/23/23/3/2 2tt . 

  Ответ: да, функция tx2  неоднозначна на ]4;2[ . 
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 Пример 8. Вычислить интеграл 
ln2

x dxe
0

 1 . 

 

 Решение. Положим tex 1 , тогда 12 xet ; 12tex ; 12tlnx  –  

функция удовлетворяет условиям применимости формулы замены переменной (6). 

Определим для новой переменной t пределы интегрирования. При 0x , 

010

1
et . При 2lnx , 1121

2

ln2et ; 
1

2
 

2t

tdt
dx .  

 Итак,  

 

.
2

21122 
1

11
2 

1

2
 1 1

0

1

0
2

2
1

0
2

2

0

arctgarctgttdt
t

t
dt

t

t
tdxe

ln
x

 

 

Задание 2. Вычислить самостоятельно следующие интегралы:   

 

1.    
1/2

x

xdx

0 21

 ;        

(Ответ: 
2

32
).                                          

2.    
5

3

3522 54 dxxe xx ; 

(Ответ: 1226 ее ).                           

3.    
4

0

29 dxxx ;   

(Ответ: 
3

2
32 ).   

                                    

4.    
2

0

24 dxx ;     

  

 

(Ответ: ).                                        

5.   
5

2 232)23(
 

xlnx

dx
;   

  

(Ответ: 
13

1

4

1

3

1

lnln
).                           

6.   
4

0 1
 

x

dx
; 

 

 

(Ответ: 94 ln ). 

 

7.   
4

1 42
 

x

dxx
; 

 

(Ответ: 
2

23
). 

8.   
2

0 2

2

16

 

x

dxx
; 

 

(Ответ: 32
3

4
). 

 

9.  dx
e

ee
x

xx5ln

0 3

1
 ; 

 

(Ответ: 4 ). 
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10. dx
x

x29

3
3 2

3 2

32

2
 ; 

 

(Ответ: 
2

33
8 ). 

11. 
π/4

tgx

xdxsec

0
2

2

1
 ; 

 

(Ответ: 
2

1
). 

12. 
π/2

π/

xdxcossinx
6

3 ; 

 

(Ответ: 
64

9
). 

 

 

2.3. Метод интегрирования по частям в определенном интеграле 

 

 Если xuu  и xvv  непрерывные функции на отрезке ва; , имеющие 

непрерывные производные на этом отрезке, то имеет место формула 

интегрирования по частям в определенном интеграле: 

 

                                            duvvudvudxxf
в

а

в
а

в

а

в

а

.                                        (7) 

 

 Как и в методе интегрирования по частям в неопределенном интеграле, в 

заданном интеграле 
в

а

dvu  множитель, включающий dv , должен быть легко 

интегрируемым. Формулой (7) пользуются тогда, когда подынтегральная функция 

xf   представляет собой произведение разнохарактерных функций: 

 Тип 1: 
xx

n
a  e  ctgx tgx cosx sinxxРxf ,,,,,)( , где xР

n
 - многочлен n 

– ой степени, тогда  uxnР ; все остальное  обозначают за dv . 

 Тип 2: хloglnx arcctgx arctgx arccosx arcsinxxРxf аn
,,,,,)( , тогда 

dvdxxРn ; все остальное  обозначают за u .                                                

 Тип 3: В интегралах  
в

а

х dxsinxе  , 
в

а

х dxcosxе   за u обозначают любую из 

этих функций, например, uех . Далее, дважды интегрируя по частям, приходят к 
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исходному интегралу, и из полученного равенства, как из уравнения, выражают 

исходный интеграл. 

 Тип 4: В интегралах 
в

а

dxlnxsin  , 
в

а

dxlnxcos   и т.п., сначала применяют 

подстановку tlnx , в результате чего, приходят к интегралу типа 3.  

 Пример 9.  Вычислить интеграл  
π/2

dxsinxx
0

 .  

 Решение. Данный интеграл является интегралом типа 1, где )(
1

хРх – 

многочлен 1- ой степени. Поэтому по формуле (7) получим: 

 

π/2

dxsinxx
0

  
.    ;

;                ;

v-cosxdvsinxdx

dudxux
 

 

1
000

π/2π/2π/2

sinxcosxdxcosxx . 

 

Пример 10.  Вычислить интеграл  
1

0

 dxarcsinx . 

 

 Решение. Данный интеграл является интегралом типа 2. Поэтому  

 

1

0

 dxarcsinx

.            ;

;
1

      ;
2

vx dvdx

du
x

dx
uarcsinx

 

1
2

1011 

1

1

0

2
1

0
2

1

0
xsinarc

x

dxx
arcsinxx . 

 

Пример 11.  Вычислить интеграл  
π/2

х dxсоsхе
0

 . 

 

 Решение. Данный интеграл является интегралом типа 3. Поэтому решение его 

будет заключаться в применении формулы интегрировании по частям дважды. Для 
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удобства вычисления данного интеграла, находят сначала неопределенный интеграл 

от подынтегральной функции, затем применяют формулу Ньютона – Лейбница. 

 

dxсоsхех  
.     ;

;      ;

ve dvdxe

dusinxdxuсоsx

xx
 dxsinxecosxe xx

 

 

;

;

 dvdxe

ux

x

sin
  

.

;

ve

du сosxdx

x
dxcosxecosxsinxe xx )( . 

Отсюда, как из уравнении, выразим интеграл dxсоsхех   и получим: 

C
cosxsinxе

dxсоsхе
х

х

2

)(
 . 

Тогда искомый интеграл будет равен: 

2

1

2

)(
 

0

π/2
π/2

х
х еcosxsinxе

dxсоsхе . 

 

Задание 3. Вычислить самостоятельно следующие интегралы: 

 

1.   dxex x
1

0

;      

(Ответ: 
е

2
1 ). 

                                          

2.   
1/2

dxxarccos
0

 2 ; 

(Ответ: не существует). 

 

3.   
2

0

cosxdxx ;      

(Ответ: 0). 

                                       

4.   
1

0

2  1 dxxlnx ; 

 

(Ответ: 5,02ln ). 

 

5.    
2

1

 dxlnxx ;   

 

(Ответ: 75,04ln ). 

                                            

6.   dxe x
4

1

; 

 

(Ответ: 
22е ). 

7.    
4

1

 dxxarctg ;    

(Ответ: 

8. 

0

 dxsinxex  ; 9.  
0

1

2  )32( dxxe x  ;   
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2

2
25arctg ). 

                                     

(Ответ: 
2

1 е
). 

 

(Ответ: 22е ). 

                                        

10. 
2/

0

2 2xdxcosx . 

(Ответ: 
4

). 

 

11. 
1

0

 1515 dxxlnх )()(  

 

(Ответ: 75,166,3 ln ). 

 

12. 

0 2
dx

х
cosx  

 

(Ответ: 42 ). 

 

 

Раздел III. Интегрирование четных и нечетных функций на отрезке,  

симметричном относительно начала координат 

 

1. Если функция xf   четная на отрезке аа; , то  

 

                                                     dxxfdxxf
аа

а 0

2 .                                                (8) 

 

2. Если функция xf  нечетная на отрезке аа; , то 

 

                                                            0)( dxxf
а

а

.                                                       (9) 

 

Формулы (8) и (9) легко доказываются на основании геометрического смысла 

определенного интеграла. 

Доказательство: Пусть для определенности 0xf . Тогда площадь фигуры 

на аа;  (рис. 5) будет равна сумме площадей на 0;а  и а;0 . Поскольку 

площади на этих участках равны (по условию xf  – четная), то тем самым докажем 

формулу (8). 

Аналогично рассуждая и учитывая, что площади фигур на отрезках 0;а  и 

а;0  равны по абсолютной величине, и что на 0;а  интеграл 0)(
0

dxxf
а

 (по 

свойству 7 определенного интеграла), то получим (9).  
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Эти формулы часто используют при вычислении определенных интегралов, 

площадей плоских фигур, поверхностей вращения, объемов тел. 

 

Пример 12. Вычислить интеграл 
1

1

2
4 )35( dxexxsinx x . 

 Решение. Данный интеграл представим в виде суммы 3-х интегралов. Далее,  

учитывая, что подынтегральные функции  sinx  и 
2

3 xex  – нечетные, а функция  

45x  – четная, по формулам (8) и (9) получаем: 

 

223535
1

0

5
1

1

21

1

4
1

1

1

1

2
4 хdxexdxxsinxdxdxexxsinx xx )( . 

 

Пример 13. Вычислить интеграл dxсosxxxsin )3( 3 . 

 Решение. Данный интеграл представим в виде суммы 3-х интегралов. Далее,  

учитывая, что подынтегральные функции  xsin3  и cosxx  – нечетные, а функция  3 

– четная, по формулам (8) и (9) получаем: 

6633
0

33 хdxсosxdxxxdxsindxcosxxxsin )( . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Запишите формулу Ньютона – Лейбница. 

2. Укажите, при каких условиях применима   формула Ньютона – Лейбница. 

3. В чем состоит метод непосредственного интегрирования в определенном 

интеграле?  

4. В чем состоит метод подстановки в определенном интеграле? 



 26 

5. Найдя новые границы интегрирования, следует ли переходить к 

первоначальной переменной интегрирования и данным пределам 

интегрирования? 

6. Сформулируйте условия,  при которых применима формула метода 

подстановки в определенном интеграле. 

7. Запишите формулу интегрирования по частям в определенном интеграле. В 

каком случае применима эта формула? 

8. Чему равен интеграл от четной функции, заданной на отрезке аа; . 

9. Чему равен интеграл от нечетной функции, заданной на отрезке аа; . 

10.  Чему равен интеграл: а)
4

4

3 dxх ; б)  sinxdxх4 ; в) cosxdxх2 . 

 

  Раздел IV. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА  

К ЗАДАЧАМ ГЕОМЕТРИИ 

 

4.1. Вычисление площадей плоских фигур 

 

Геометрически определенный интеграл представляет собой площадь 

криволинейной трапеции. 

 1. Если функция 0)(xfy на отрезке ва;  (рис.1), то площадь фигуры 

вычисляется по формуле (4). 

 2. Если функция 0)(xfy на отрезке ва;  (рис. 4), то площадь фигуры 

вычисляется по формуле: 

                                                          dx
в

a
xfS

фиг
.                                                  (10) 

 3. Если функция )(xfy  четная на отрезке аа;  (рис. 5), то площадь 

фигуры, ограниченной данной кривой, прямыми ах  , вычисляется по формуле: 

 

                                               dxxfdxxfS
аа

a
фиг

0

2 .                                      (11) 
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Если функция )(xfy  нечетная на аа;  (рис. 6), то 0фигS  (формула (9)). 

 

      у                                                            у                                        у 

              а                        в   х                   )(xfy                             )(xfy  

       0 

                                                                                           

                                                                                    -а        0           а   х                                                       
                        )(xfy  

                                                        -а          0            а     х 

                      
       Рис. 4 Функция 0)(xf                Рис. 5 Четная функция           Рис. 6 Нечетная функция 

 

  

 4. Если фигура ограничена двумя кривыми )(xfy , )(xy  и прямыми 

аx , вx , причем )()( хxf   на отрезке ва;  (рис. 7), то ее площадь 

вычисляется по формуле: 

 

                                                 dxхxfS
в

a
фиг

)( .                                      (12) 

 

 

      у                                                                      у                                                  
                      )(xfy                                                       )(xfy                               

 

 

 

                                                                
                       )(xy                                                         )(xy  

                                                   х                       а                                   в       х    

            аx                     вx  
                        

                        Рис. 7                                                          Рис. 8  

     

 5. Если левая граница (или правая граница) есть точка пересечения кривых 

)(xfy  и )(xy  (рис. 8), то в этом случае, площадь фигуры вычисляется также 

по формуле (12).     

 Чтобы найти точки пересечения кривых )(xfy  и )(xy , нужно решить 

уравнение:  )()( xxf . Корни данного уравнения определят абсциссы точек 

пересечения этих кривых. 
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 В зависимости от того, в каких координатах задана ограничивающая кривая, 

площадь фигуры находится по определенным формулам. Например:  

 а) если фигура ограничена кривой xfу , заданной в декартовых 

координатах, то площадь ее вычисляется по формуле (4);                                         

 б) если фигура ограничена кривой, заданной параметрическими уравнениями 

txх , tуу , то площадь ее вычисляется по формуле: 

                                                       dttxtyS
фиг

)( ,                                                (13) 

 

где  и  – значения параметра t, соответствующие значениям ах  и вх , т.е. 

аx , вx  ( 0tуу  на отрезке ; . 

 в) Если фигура ограничена кривой, заданной в полярных координатах 

, то площадь сектора АОВ (рис. 9), ограниченного дугой кривой и двумя 

полярными радиусами ОА и ОВ, соответствующие значениям 
21

 и , вычисляется 

по формуле: 

                                                     dS
фиг

2

1

2

2

1
.                                                 (14) 

 
                                                                    

 

  
2

             А 

                                                                       
1

 

                                                О 

                                                                х 
Рис. 9 Фигура, ограниченная полярной кривой 

 

 Пример 14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой xу , 

прямыми 4 ,1 xх  и осью Ох (рис. 10). 

Решение. Так как xу 0 на отрезке 41 ; , то по формуле (4):  
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     у                 xу  

                    

 

       0     1                          4     х       

           Рис. 10 Кривая xу   
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2
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2
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ед

хdxх     S 3/2

фиг

 

          Пример 15. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 

62
2

2

х
х

у  и прямой 2ху  (рис. 11). 

                                                        ).(1812308
6

8 2ед  

          Пример 16.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной  sinху  на отрезке 

20  ; . 

Решение. Так как 0sinх  на отрезке  ;0  и фигура состоит из двух 

одинаковых фигур на 20  ;  (рис.12), то площадь ее будет равна: 

          Решение.   

62
2

2
х

х
у  

 

                   2ху  

         -2      0        4               х 

                    

Рис. 11 Фигура, ограниченная 

параболой 62
2

2

х
х

у  и прямой 

2ху  

Найдем точки пересечения прямой и 

параболы, решив квадратное уравнение: 

262
2

2

хх
х

, корни которого 2х  

и 4х .Следовательно, по формуле (12) 

искомая площадь фигуры будет равна:  

dxх
x

xS
фиг

4

2

2

26
2

2  

216
6

64
84

62

4

2

32

х
хх
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у 

sinху  

0            +                             2    х 

                                               

     Рис. 12 График функции sinху  

dxsinxdxsinxSфиг

2

0

 

000

222 cosxdxsinxdxsinx  

).(4)11(202 2едcoscos  

 Пример 17.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной  кривой 22ху , 

прямыми 1у , 2х  и 2х  (рис.13). 

 Решение. Фигура симметрична относительно оси Оу, поэтому 

воспользовавшись формулами (11) и (12) и учитывая, что функция 

 

                у                                                                    

               22ху  

 

1у    

   2х                 2х      х     

Рис.13 Фигура, ограниченная 

параболой 22ху  и прямой 

1у  

0112)()( 22 ххxxf , площадь 

фигуры будет равна: 

 

dxxdxxS
фиг

2

0

22
2

2

)1(2)12(  

)..(
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1
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2
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едx
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Пример 18. Вычислить площадь фигуры, ограниченной одной аркой 

циклоиды sinttaх , costaу 1  и осью Ох (рис.14). 

Решение. Найдем пределы интегрирования  и  из соотношений 

вхах   ; . Здесь 0а  – абсцисса точки О, ав 2 . Значит 0sina ,  

аsina 2 . Отсюда sina , sin2 . Из первого уравнения 

получаем 0 , а из второго 2 . Поэтому искомая площадь фигуры, 

ограниченной кривой, заданной в параметрической форме, по формуле (13),  будет 

равна: 
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    у 

 

    0                                 А            х 

                               2 а 

              Рис. 14 Циклоида 

dtcostacostaS
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Пример 19.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной  кривой 3ху , 

прямыми 1х  и 1х  (рис.15). 

Решение. Так как функция 3ху  нечетная на отрезке 11 ; , то по формуле 

(9) искомая площадь фигуры будет равна нулю. 

                     у 

                       3ху  

           1х  

                          0     1х                 х 

 

 

                Рис.15 Кривая 
3

ху  

                                   y  

                                   В(0;a)    

 

         -a                  0                   A(a;0) 

                                                             x 

         

-a 

Рис. 16 Астроида 

 

Пример 20.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной астроидой 

tacosх 3 , tasinу 3  (рис. 16). 

 Решение.  Пусть движение по астроиде совершается в положительном 

направлении из );( 0 аА  в );( а В 0 ). Так как астроида – фигура, симметричная 

относительно осей Ох, Оу и начала координат, то достаточно найти площадь одной 
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ее четверти, и результат умножить на 4. Определим пределы интегрирования. Здесь 

аа  – абсцисса точки А, 0в  – абсцисса точки В. 

Найдем dttx )( : sintdttаcosdttx 23)( . 

 Итак,  

dtttcossinadtsinttatasinS
π/2

π/2
фиг

0

242
0

23  12)cos3( 4  

dttcostcostcosаdt
tcostcos

а
π/2π/2

)2221( 
2

3

2

21

2

21
 12 32

0

2

0

2
2

. 

Подынтегральную функцию разобьем на две функции и интегралы от каждой из них 

вычислим отдельно.  

tdtcostcosdttcostcosaS
π/2π/2

фиг
22 ))41(
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1
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2
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1
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0

0

2

0
2

)1(
 du

u
 (по свойству 2). 

 

 Таким образом, .).(
8

3 22 едaS
фиг

 

 

Пример 21. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом  acostх  

вsintу  (рис. 17).  

 Решение.   При таком задании эллипса фигура его будет симметричной 

относительно осей координат, поэтому достаточно найти площадь ее части, 

расположенной в I – ой четверти и результат умножить на 4.  

 

 

 Найдем пределы интегрирования  и :  

                         у 

                 В(0;в) 

 

 

   -а                    0              А(а;0) х  

   

                         

 

 
Рис. 17  Эллипс         

Тогда искомая площадь фигуры будет равна 

 

dtasintвsintS
π/2

фиг
)(4
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Пример 22. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой  

)1( costacostх , costаsintу 1  (рис. 18).  

х t 

а 

2
 

0 0  
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 Решение.    

 
                 у                                                 

 
 

Рис. 18 Кардиоида 

Кардиоида – фигура, симметричная 

относительно оси Ох, поэтому достаточно 

найти площадь верхней ее части, и 

результат умножить на 2. Найдем пределы 

интегрирования  и , положив 

ахх 2  ;0 , т.е. 

01 cosacos , аcosacos 21 . 

Решив первое уравнение, получим 
2

 и  

 . Решив второе уравнение, получим 0 . Следовательно, пределами 

интегрирования будут  и 0 . Тогда искомая площадь фигуры будет равна: 

 

dtсostasintсostаsintS
фиг

)21()1(2
0

 

 

dtttcossintcostsintsinа 2222

0

2 232 . 

 Разобьем подынтегральную функцию на 3 функции, интеграл от каждой из 

них вычислим отдельно. Получим: 

 

0 0 0
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 Таким образом,  
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Пример 23. Найти площадь фигуры, ограниченной полярной осью и первым 

витком спирали Архимеда а  (рис. 19). 

  

          Решение.    

                                                            

 
 

Рис. 19 Спираль Архимеда 

 

Первый виток спирали Архимеда описывается при 

изменении t от 0 до  2 . Поэтому 
1

= 0, 
2

2 . 

Тогда искомая площадь фигуры, по формуле (14), 

будет равна  
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Пример 24. Вычислить площадь фигуры, ограниченной улиткой Паскаля 

cosа 21  (рис. 20). 

 Решение.     Из рис. 20 видно, что фигура симметрична относительно оси Ох, 

поэтому найдем площадь верхней части фигуры и результат удвоим. Решив 

уравнение 021 cosа , найдем значения 
3

2
1

 и 
3

2
2

. Тогда искомая 

площадь фигуры, по формуле (14), будет равна: 
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       Рис. 20 Улитка Паскаля 
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Пример 25. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 

)()( 222222 ухaух . 

Решение. Запишем данное уравнение в полярной системе координат, положив 

cosх  , sinу  :  

 

)() ( 222222222 sincosasincos . 

 

Определим 2 22 cosа  или  2 cosа  – уравнение лемнискаты Бернулли в 

полярных координатах.  

 Фигура, ограниченная данной кривой, состоит из 2–х одинаковых лепестков 

(рис. 21). Чтобы найти искомую площадь, определим площадь половины одного из 

лепестков и результат умножим на 4. Пусть  
1
 = 0, 

2 4
, тогда  

                         у 

 

 
 

 
  Рис. 21 Лемниската Бернулли 
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Контрольные вопросы 

 

 1. Записать формулу площади фигуры в случае, когда: а) 0)(xf ; б) 

0)(xf ; в) )(xf  – четная на отрезке аа; ; г) )(xf  – нечетная на отрезке аа; ; 

д) фигура ограничена двумя кривыми )(xfy  и )(xy , причем хxf )(  на 

отрезке ва; ; 

 2. Записать формулу площади фигуры в декартовых координатах. 

 3. Записать формулу площади фигуры в параметрической форме. 

 4. Записать формулу площади фигуры в полярных координатах. 

 

Задание 4. Вычислить площади фигур, ограниченных указанными кривыми: 

1. 24 xу , 22xу ; (Ответ: 2
3
2

). 
4. costх 2 , sinty 2 ; (Ответ: 4 ). 

2. ху 42 , уx 42 ;  (Ответ: 5
3
1

). 5. 3аcos ;  (Ответ: 2
4

2а
). 

3. costх 4 , sinty 6 ; (Ответ: 24 ). 

 
6. xу , 4х , ось Ох; (Ответ: 

3

1
5 ). 

7.  342 хxу , 0х , 0у ;  

(Ответ: 2
3
2

 ). 

 

10. )2(2 cosа .  

(Ответ: 218 а ). 

8.  )(3 sinttх , )1(3 costy ; 

 (Ответ: 27 ). 
11. 

2xу , xу ;  

(Ответ: 
3

1
). 

9.  2sinа ;  

(Ответ: 2а ). 

 

12. 132 2 хху , 922 хху ;  

(Ответ: 75,13 ). 

 

 

4.2. Вычисление объемов тел 

 

 I. Вычисление объема тела по известной площади поперечного сечения. 

Если площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной к оси Ох (рис.22), может 

быть выражена как функция от х в виде )(xSS ,  вха , то объем части тела, 
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заключенной между перпендикулярными к оси Ох плоскостями ах  и вх , 

находится по формуле: 

                                                             
в

а

dxxSV )( .                                                      (15) 

 

                                    у                                          )(xS                                                                 

 

 

                                                                        

 

 

 

                                      0            а                                                   в     х                                                   

                        
           Рис. 22  Объемное тело с площадью )(xS  поперечного сечения 

 

 

 II. Вычисление объема тела вращения 

1. В декартовых координатах. а) Объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Ох фигуры, ограниченной кривой )(xfу , осью Ох и прямыми ах  и  

вх  (рис.23), вычисляется по формуле: 

                                                            
в

а
х

dxуV 2 .                                                     (16) 

 

 б) Объем тела, образованного вращением вокруг оси Оy фигуры, 

ограниченной кривой )(ух , осью Оy и двумя параллельными прямыми су  и 

dу  (рис.24),  вычисляется по формуле: 

 

                                                            
d

с
у

dyxV 2 .                                                  (17) 

 

 в) Если фигура, ограниченная кривыми )(xfу  и )(xу , причем 

хfx)(0 , и прямыми ах  и  вх , вращается вокруг оси Ох, то объем 

тела вращения вычисляется по формуле: 
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                                                 dxxxfV
в

а
х

22 .                                       (18) 

 

            у                                                                                        у 

                                                                                                          

                                                                                                      d 
                             )(xfy  

                                                                                                               )(xfy  

                                                                                                   

            0       а                      в           х 

                                                             с 

 

                                                                                                      0                           х           

                              

 
    Рис.23 Тело, полученное вращением                     Рис.24 Тело, полученное вращением  
                  кривой  )(xfy  вокруг Ох                                       кривой  )(xfy   вокруг Оу                                 

  

 г) Если фигура, ограниченная кривыми ух
1

 и ух
2

, причем ухух
21

, и 

прямыми су  и dу , вращается вокруг оси Оу , то объем тела вращения 

вычисляется по формуле:                                                   

                                                dyуxуxV
d

с
у

2

2

2

1
 .                                     (19) 

 

 2. В параметрической форме. Если кривая задана в параметрической форме 

)(txx , )(tуу , то объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох (Оу) при 

t , вычисляется соответственно по формулам: 

 

                                                     dttxty V
х

)()( 2
.                                               (20) 

 

                                                    dttуtх V
у

)()( 2
.                                              (21) 
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 3. В полярных координатах. Если кривая задана в полярных координатах 

)( , то объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох (Оу) при 

21
, находится соответственно по формулам: 

 

                                                    dsin V
х

32

1

3 .                                            (22) 

                                                    dcos V
у

34

3

3 .                                             (23) 

 

 Пример 26. Вычислить объем шарового слоя, вырезанного из шара 

16222 zух  плоскостями 2х  и 3х  (рис.25). 

 Решение.  При сечении шара плоскостью, перпендикулярной к оси  Ох в 

точке х , получается круг: 222 16 хzу  с радиусом 
216 хR . Тогда 

площадь сечения (круга) будет равна: 

                        z 

 

 

 

 

 

                         0     2      3               х 

 

у 

 

 

 
Рис. 25 Шаровой слой 

 

)16()( 22 хRxS . 

 

Далее подставляя в формулу (15) 

2а  , 3в  и )(xS , найдем 

искомый объем тела. 

 

dxхdxxSV
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x
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Пример 27. Оси двух одинаковых цилиндров с равными радиусами 

основания, пересекаются под прямым углом. Вычислить объем тела, составляющего 

общую часть этих цилиндров. 
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 Решение.  Примем оси цилиндров за оси Оу и Оz (рис. 26). Тело ОАВСD 

составляет восьмую часть интересующего нас тела. Пересечем это тела плоскостью, 

перпендикулярной к оси Ох, на расстоянии х  от 0. 

                             z 

 
                                 D    
                          C          K 
                                  L 

 

                              0       F      A           x       
                           B      E 
 

          y 

   

  Рис. 26 

В сечении получим квадрат EFKL со 

стороной  

  

22 хаEF , 

поэтому  
22)( хаxS . 

 

Тогда искомый объем тела будет 

равен: 

 

                                                        ).()( 3222

0 3

16
8 едаdxхаV

а
. 

 

Пример 28. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 

плоской фигуры, ограниченной параболой 1
3

2х
у , прямыми 0х , 3х  и осью 

Ох (рис.27). 

 

 Решение.   
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        0                3        х 

 

 

 

 

 

            Рис. 27 

Пользуясь формулой (16) и подставляя в нее  

0а , 3в , 1
3

2х
у , получим: 

 

3

0

243

0

2
2

1
3

2

9
 1

3
 dx

хх
dx

х
V

х
 

 

).(4,1436
59

2

45
 327

3

0

35

едх
хх

 

 

 Пример 29. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

фигуры, ограниченной параболами 2ху  и  ху 82 . 
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 Решение. Построим данные кривые (рис. 28). Разрешая данные уравнения 

относительно х , получим: ух
1

, но т.к. 0х , то ух
1

; 
8

2

2

у
х . 

 

                            у                                        

                             

                            4                                           

                                                   ху 82  

                                                     2ху  

 

 

                           0                              х 

 

Рис. 28 

     

Тогда по формуле (19) искомый объем 

будет равен: 

 
4

0

524

0

4

564264
 

уу
dу

у
уV

у
 

 

)..( 3

5

24

5

16
8 ед  

Пример 30. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 

фигуры, ограниченной астроидой tacosх 3 , tasinу 3  (рис.16). 

  

Решение. Искомый объем равен удвоенному объему тела, полученного 

вращением вокруг оси Ох плоской фигуры ОАВ. Следовательно,   

 
а

х
dxуV

0

2 2 . 

 

 Для удобства вычислений предварительно найдем dх  и новые пределы 

интегрирования. 

tsintdtacosdх 23 ; при 0х ,  
2

t , при ах , 0t . Тогда по формуле (20) 

объем тела будет равен: 

 
π/2

π/2

а

х
tsintdtcostsinadttsintacostsinаdxуV

0

263
0

262

0

2  6)3(  2 2  
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)()1(  6

.0  2/  

;1      0  

;     

;        

)1( 6 2
1

0

323

2

1

2

0

323 duuua

utпри

utпри

dusintdt

ucost

tsintdtcostcosa
π/2

 

 

 

 

 

).(
105

32

9

1

7

3

5

3

3

1
6 

97

3

5

3

3
6 3

3
3

1

0

9753
3 ед

a
a

uuuu
a . 

 

 Пример 31. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг полярной 

оси кривой 2acos .  

 Решение. Для вычисления объема тела необходимо найти пределы 

интегрирования 1 и 2 , положив cosх ; при 0х  
21

; при  ах  

0
2

. Поскольку полученная фигура симметрична относительно осей координат 

(рис. 29), то для вычисления полного объема тела, достаточно найти объем его 

части, полученной вращением, например, вокруг оси Ох и расположенной в I 

четверти, и затем полученный результат умножить на 2. 

 

                              у 

 

х 

 

 

    Рис. 29 

 Следовательно, объем тела, по 

формуле (22), будет равен: 

 

0
363 2

π/2
х

dsincosаV  

 

π/2
dsincossin a

0

623  2  

π/2
dsincosсоs a

0

623 (1 2 )  

1

0

8642
(

1

0

26423 )33 36)331(  6 duuuuuaduuuuua
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duuuaduuua

u  при

u   при

dud  sin

ucos   

)(  2)()1(  2

.0  2/  

;1      0  

;     

;        

8
1

0

636
0

1

23

2

1

 

 

).( 3
3

3

1

0

97
3

63

4

9

1

7

1
2

97
2 ед

a
a

uu
a . 

 

 

Контрольные вопросы 

 

 1. Записать формулу вычисления объема тела с известным поперечным 

сечением. 

 2. Записать формулу вычисления объема тела, полученного вращением вокруг 

оси Ох  кривой, заданной в: а) декартовых координатах; б) параметрической форме; 

в) полярных координатах. 

 3. Записать формулу вычисления объема тела, полученного вращением вокруг 

оси Оу кривой, заданной в: а) декартовых координатах; б) параметрической форме; 

в) полярных координатах. 

 

Задание 5. Вычислить самостоятельно объемы тел, полученных вращением  

                    вокруг указанной оси плоской фигуры, ограниченной кривыми: 

1. ху 42
, 1x , 3x , Ох; 

 (Ответ: 16 ). 

 

7. 422 ух , 2у , 2у , Оу; 

(Ответ: 
3

1
21 ). 

 

2. 1
49

22 ух
, 0у , Ох;  

(Ответ: 16 ). 

 

8. )(2 sinttх , )1(2 costy , Ох; 

(Ответ: 240 ). 

3. 23 уух , 0x , Оу; (Ответ: 8,1 ). 

 

9. )(4)( 22222 ухух , Оу; 

(Ответ: 22 ). 
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4.  costх 5 , sinty 3 , Ох; 

(Ответ: 5,4738 ). 

 

10. 
23cos ;  (Ответ: 

7

36
). 

5. )1(2 cos ; (Ответ: 
3

64
). 

 

11. ху , 20 х , Ох; 

(Ответ: 2 ). 

6. 2xу , 2у , 4у , Оу;  

 

 

(Ответ: ). 

 

12. 
х

у
6

 , 7ху , Оу  

(Ответ: 
3

125
). 

 

 

4.3. Вычисление длины дуги 

 

 1. Вычисление длины дуги плоской кривой, заданной в декартовых 

координатах. Если плоская кривая задана уравнением )(xfу , где ваx ;  и 

производная )(xf   непрерывна, то длина дуги кривой определяется по формуле: 

 

                                                          dxyl
в

a

21 )( .                                                (24) 

 2. Вычисление длины дуги плоской кривой, заданной в параметрической 

форме. Если кривая задана параметрическими уравнениями )(txx , )(tyу ,  

21
ttt , то длина дуги кривой вычисляется по формуле: 

 

                                                  dttytxl
t

t

2

1

22 )()( .                                           (25) 

 

где 
21

    tиt  – значения параметра t, соответствующие концам дуги. 

 

 3. Вычисление длины дуги плоской кривой, заданной в полярных 

координатах.   Если кривая задана в полярных координатах )( , 
21

, 

то длина дуги кривой вычисляется по формуле: 
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                                              dl
2

1

22 )()( .                                          (26) 

 

где   
1

и  
2

– значения полярного угла в концах дуги. 

 

Пример 32. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
3ху  от 

точки О(0; 0) до точки A(4; 8).  

  

Решение. Так как кривая задана в декартовых координатах, то найдя у  и  

подставляя в формулу (24) 0а  и 4в , получим: 

 

ху
2

3
;     11010

27

8

4

9
1

3

2

9

4

4

9
1 

4

0

4

0

3/2

хdxхl . 

 

 Пример 33. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды )( sinttаx , 

)1( costау  (рис.14). 

 Решение. Для вычисления длины дуги нужно воспользоваться формулой (25). 

Предварительно следует вычислить 
t

х  и 
t

у :  

)1( costах
t

; asintу
t

. Тогда costаtytх 12)()( 22
; 0

1
t ,  

 

2
2

t . Следовательно, искомая длина дуги будет равна: 

2

0

2

0

2

0

2

0 2
4

2
2

2
2212 

t
acosdt

t
sinadt

t
sinadtcostаl  

 

acoscosa 8)0(4 . 
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Пример 34. Вычислить длину дуги кардиоиды )1( cosa ,  20  

(рис. 18). 

 

Решение. Для вычисления длины дуги воспользуемся формулой (26). 

Предварительно следует вычислить : asin . Тогда   

 

cosasinacosa 121 2222222 )(  

 

.2  ,
2

2

;0  ,
2

2

2
2

2
cos22 22

acos

acos

cosaa
 

Следовательно, в силу симметрии длина дуги кардиоиды будет равна: 

 

.8
2

8
2

4
2

 2
00

2

0

aasindcosadcosal  

 

Контрольные вопросы 

 

 1. Дайте определение длины кривой линии. 

 2. Записать формулу для вычисления длины дуги, заданной в декартовых     

координатах. Привести пример. 

 3. Записать формулу для вычисления длины дуги, заданной в  

параметрической форме. Привести пример. 

 4. Записать формулу для вычисления длины дуги, заданной в полярных 

координатах. Привести пример. 

 

Задание 6. Вычислить самостоятельно  длину дуги кривой: 

 

1. lnxу  от 3x  до 15x ; (Ответ: 2,29). 
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2. Цепной линии )(
2

х/ах/а ее
а

у  от 0x  до аx ; (Ответ: 
е

е
а

x
1

2
). 

3. Кривой ОАВСО, состоящей из участков кривых 32 2xу  и 2022 уx   

(рис.29); (Ответ: 254)11010(
27

8
arctg ). 

       у 

        

       4            А 

 

 

       0            2     В 

                            52            х 

 

 
                     С      

 

                  Рис. 30     

                                            у 

 

 

 

 

                                                     t 

                                             0                х 

 

 

 

 

           Рис. 31 

 

4. Развертки окружности (эвольвенты) )( sintcostах ,  )( tcostsintау от 

0
1
t  до 

2
t  (рис. 30 ); (Ответ: 

2

2а
). 

5. Астроиды 2/32/32/3 уx 5 ; (Ответ: 30). 

6. tcosх 32  tsinу 32 ; (Ответ: 12). 

7. )1(3 cos ; (Ответ: 24). 

8. 4  от полюса до конца первого завитка; 

 (Ответ: )412(2414 22 ln ). 

9. Логарифмической спирали е2 , находящейся внутри круга радиуса  2 ; 

(Ответ: 22 ). 

10. 33sin ; (Ответ: 5,4 ). 

11. )(4 tsintcostх , )(4 tcostsintу , 20 t ; (Ответ: 8). 

12. )1( 2xlnу , 32 х ; (Ответ: 5,11 ln ). 
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4.4. Вычисление площади поверхности вращения 

 

 1. Вычисление площади поверхности вращения кривой, заданной в 

декартовых координатах. 

 а) площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох дуги кривой 

)(xfу , заключенной между точками с абсциссой  ах и вх , вычисляется по 

формуле: 

 

                                              dxхyхyS
в

а
x

2
)(1)(2 .                                     (27) 

 

 б) площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Оу дуги кривой 

)(ух , заключенной между точками с ординатами у = с и у = d, вычисляется по 

формуле: 

                                                dyyxухS
d

с
у

)(1)(2 .                                       (28) 

       

 2. Вычисление площади поверхности вращения кривой, заданной в 

параметрической форме. Если кривая задана параметрическими уравнениями 

)(tхх  )(tуу , то площадь поверхности, образованной вращением вокруг осей 

Ох и Оу, вычисляется по формулам соответственно 

 

                                          dttytxtyS
t

t
x

222

1

)()()(2 .                                    (29) 

                                          dttytxtхS
t

t
у

222

1

)()()(2 .                                    (30) 

 

где  
1
t  и 

2
t  – значения параметра t, соответствующие концам вращаемой дуги. 
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 3. Вычисление площади поверхности вращения кривой, заданной  в 

полярных координатах. Если кривая задана в полярных координатах )( , то 

площадь поверхности, образованной вращением вокруг полярной оси (т.е. вокруг 

оси Ох), вычисляется по формуле: 

 

                                   dsinydlS
L

222

1

22 .                              (31) 

где 
1
 и 

2
 – значения полярного угла, соответствующие концам вращаемой дуги. 

(Следует напомнить: cosх , sinу  – уравнения перехода из декартовой  в 

полярную систему координат). 

 Пример 35. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги 

кубической параболы 3ху  вокруг оси Ох от начала координат до точки с 

абсциссой  1х  (рис. 32). 

 Решение. Так как кривая задана в декартовых координатах, то искомую 

площадь будем вычислять по формуле (29), для чего предварительно найдем у :  

                                      

           у 

 

             3ху  

 

 

            0            1      х 

 

 

         

          Рис. 32 

23ху , тогда 
42 911 ху .  

 

Подставляя в формулу а = 0 и  в = 1, получим: 

 
1

0

2/3443
1

0

91
3

2

18
912 хdxххS

x
 

 

)..(110
27

22/3 ед  

 

 Пример 36. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

вокруг оси Оу дуги параболы 2ху  от начала координат до точки с абсциссой 

1х . Из данного уравнения выразим х : ух . Но,  так как у 0, то «-» не 

учитываем. Подставляя в формулу (28) 0с , 1d  и  

 

у

у

у
yх

2

41

4

1
1)(1

2
, 
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 где 
y

yх
2

1
)( , получим: 

  

          Решение. 

                      у                                  

                                            2ху  

                       1 

 

 

 

           

        -1           0                1    х 

 

                    Рис.33 

 

у

dyу
уS

у 2

41
2

1

0

 

 

).(15
6

41
6

2
1

0
едy 3/23/2

. 

 

Пример 37. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

вокруг оси Ох астроиды tаcosх 3 , tаsinу 3  (рис. 16). 

 Решение. Известно, что движению точки по астроиде от точки );( 0 аА  до 

точки );( а В 0  соответствует изменение параметра t от 0
1
t  до 

22
t . Чтобы 

определить искомую площадь поверхности, достаточно вычислить площадь, 

образованную вращением вокруг оси вокруг оси Ох дуги АВ, затем полученный 

результат умножить на 2. Прежде, следует вычислить: 

 

sinttаcostх 23)( , costtаsintу 23)( , 

 

tcostsinatcostsinatаsintytхtу 242422322
99)()()(  

 

costtsinаtcostsintcostsinatаsin 42222223 39 , 

 

но так как 
2

0  t ; , то при этих значениях t: costtsinаcosttsinа 4242 33 . 
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 Таким образом, искомая площадь поверхности, по формуле (29), будет равна: 

 

)( 1234 4

0

242

0

sintdtsinаcostdttsinаS
π/2π/2

x
  

 

)..(
5

12
)0

2
(

5

12

5
 12 2

2
55

25
2 ед

а
sinsin

аtsin
а

π/2

0

  

   

 Пример 38. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 

лемнискаты Бернулли 2cosа  вокруг полярной оси (рис. 21). 

 Решение. Для нахождения требуемой площади поверхности воспользуемся 

симметричностью данной кривой относительно осей координат. А именно, найдем 

площадь поверхности, образованной вращением частью лемнискаты, ограниченной 

углом от 0
1

 до 
42

. Для нахождения искомой площади полученный 

результат умножим на 2.  

Предварительно найдем: 

2

2
)(

cos

аsin
; 

 

22

222

2

2
2

22
22

222

cos

a

cos

cossina

cos

sina
cosа . 

 

 Следовательно, по формуле (31) получим:  

 

d
cos

sincos
ad

cos

a
sinS

π/4π/4

2

2
 4

2
22

0

2

0
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1
2

2
40

4
44 4 22

0

2

0

2 acoscosacosadsinа
π/4π/4

 

 

)..( 22 222 еда  

 

Контрольные вопросы 

 

 1. Записать формулу вычисления площади поверхности, образованной   

вращением вокруг оси Ох кривой, заданной в: а) декартовых координатах;    б) 

параметрической форме; в) полярной системе координат (вокруг  полярной оси). 

 2. Записать формулу вычисления площади поверхности, образованной     

вращением вокруг оси Оу кривой, заданной в а) декартовых координатах; б)     

параметрической форме. 

 3. Можно ли вычислять площадь поверхности, образованной вращением     

вокруг оси Оу кривой, заданной в полярной системе координат? Если да,     то 

записать формулу.  

 

Задание 7.  Вычислить площади поверхности тел, полученных вращением кривых 

вокруг указанной оси. 

 

1. Параболы xу 42  от вершины до точки с абсциссой 3x , Ох; (Ответ: 
3

2
18 ). 

2. Эллипса 1
24

22 ух
, Ох; (Ответ: 42 2 ). 

 

3. 44 22 ух , Оу; (Ответ: ))33/(41(2 ). 

 

4. Одной полуволны синусоиды sinxу , Ох; (Ответ: )]21ln(2[2 ). 

 

5. Четверти окружности 222 аух  от точки А (а; 0) до точки В(0; а)  

вокруг прямой ауx ; (Ответ: 4
2

2 2а
). 

 

6. Кардиоиды )22(5 tcoscostx , )22(5 tsinsintу , Ох; (Ответ: 640 ). 
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7. Астроиды tcosx 32 , tsinу 32 , Ох; (Ответ: 6,9 ). 

 

8. xу 42  от вершины до точки с абсциссой 3x , Ох;  

(Ответ: 
3

2
18 ). 

9. Тора, образованного вращением окружности 222 )( rвух  ( вr0 )  вокруг 

оси Ох; (Ответ: вr24 ). 

 

10. 23 cos  вокруг полярной оси; (Ответ: )22(18 ). 

11. ху 42
, 10 x , Ох; (Ответ: )122(

3

8
).  

12. )1(5 cos ; (Ответ: 320 ). 

 

 

Раздел V. ПРИЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА К ЗАДАЧАМ 

МЕХАНИКИ, ФИЗИКИ, ТЕХНИКИ 

 

5.1. Вычисление давления, работы и других физических величин 

 

 1. Давление жидкости. Сила давления жидкости Р на площадку S с глубиной 

погружения h по закону Паскаля равна 

 

                                                               hSgР .                                                      (32) 

 

где – плотность жидкости,  g – ускорение силы тяжести. 

 2. Работа силы. Работа А переменной силы )(xfF , действующей в 

направлении оси Ох на отрезке [
1

х ;
2

х ], равна 
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                                                            dxxfА
х

х

)(
2

1

.                                                 (33) 

 

 3. Кинетическая энергия К  тела или системы тел определяется формулой: 

                                                              
2

2I
К ,                                                         (34) 

где I – момент инерции,  – угловая скорость. 

 4. Работа силы электрического взаимодействия вычисляется по формуле:  

 

                                                             dxxFА
х

х

)(
2

1

,                                                (35) 

где 
2

21

х

ee
F ,  

1
e и   

2
e величины зарядов, х – расстояние между ними;  21 x х ;  – 

отрезок пути, пройденный зарядом 1e  в результате действия на него заряда 2e . 

 5. Путь, пройденный материальной точкой. Если  )(tfV – скорость 

движения материальной точки по некоторой кривой, то путь S, пройденный точкой 

за промежуток времени [
1
t ; 

2
t ], равен 

 

                                                              dttVS
t

t

)(
2

1

.                                                   (36) 

 Пример 39. Вычислить силу давления воды на вертикальную треугольную 

пластинку, имеющую основание в и высоту h, погруженную в воду так, что ее 

вершина лежит на поверхности воды. 

 Решение. Введем систему координат так, как показано на рис. 34, и 

рассмотрим горизонтальную полоску, находящуюся на произвольной глубине х  и 

имеющую толщину dх . Приближенно принимая эту полоску за прямоугольник, 

находим дифференциал площади dS = MNdх . 
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где удельный вес воды  = 1. Следовательно, сила давления воды на всю пластинку 

АВС равна: 

3

2
2

00

вgh
dxx

h

gв
xdSgP

hh

. 

 

 Пример 40. Найти силу давления, испытываемую полукругом радиуса r, 

погруженным вертикально в воду так, что его диаметр совпадает с поверхностью 

воды (рис. 35). 

 Решение. Сила давления жидкости направлена по нормали к стенке сосуда. 

Здесь она равна силе веса. Разобьем площадь полукруга на элементарные полоски, 

параллельные поверхности воды. Площадь одной такой полоски, находящейся на 

расстоянии h от поверхности воды, равна: 

 

                            0                           х 

      -r                                           r 

                         h             r 

 

                                     x             dh 

                            r 

 

                           y 

 

                     Рис. 35 

dhhrxdhdS 2222 . 

 

Сила давления, испытываемая этим 

элементом, равна: 

dhhrhghdSgdP 222 . 

Отсюда сила давления на весь 

полукруг равна: 

 

                                                           у 

                             В 

    0 

                                                 х       

                                                        h 
                  M                     N           
             dx 

 

                            

              А               в                С    

 

    х 

                         Рис. 34 

Из подобия треугольников ВMN  и 

 

АВС имеем:  
h

x

в

MN
. 

 

Отсюда 
h

вx
MN  и dx

h

вx
dS . 

 

Сила давления воды на эту полоску 

равна xdSgdР , 
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3

0

22

0 3

23/2
22 

3

2
2 grhrgdhhrhgР

r
r

.  

 

Пример 41. Найти работу, затраченную на выкачивание воды из корыта, 

имеющего форму полуцилиндра, длина которого а, радиус r  (рис. 36). 

Решение. 

                                                                     

             

 

                                                         у 

 

 

 

                                           х 

                      

                      Рис. 36 

                            0                           у 

      -r                                           r 

                         х             r 

 

                                     m             dx 

                            r 

                          х 

      

                    

                          Рис. 37 

 

Разобьем цилиндр на элементарные полоски, параллельные верхней плоскости. 

Тогда объем такого слоя воды, находящегося на глубине х  и имеющую длину а, 

ширину  dxxrm 222  и толщину dх  (рис. 37.), равен: 

 

dxxraamdxdV 222 . 

 

Работа, совершаемая для поднятия заштрихованного слоя воды на высоту х ,  равна: 

 

dxxrgaxdА 222  

 Следовательно,  

3

0

22

0 3

22/3
22

3

2
2 garxrgadxxrxgaА

r
r

. 

 

 Пример 42. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть пружину на 4 см, 

если известно, что от нагрузки в 1 Н она растягивается на 1 см? 
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Решение. Согласно закону Гука сила Х Н, растягивающая пружину на х  м, 

равна rхХ , где  r  – коэффициент пропорциональности; найдем его. Зная, что, 

если 010,х , Н Х 1 , тогда 100
01,0

1
r  и хХ 100 . Следовательно, работа 

А по формуле (33) будет равна: 

 

.08,050100
04,0

0

2
04,0

0

ДжхxdxА  

 

 Пример 43. Канал,  имеющий форму параболоида вращения (рис. 37) с 

радиусом основания R и глубиной Н, наполнен жидкостью, плотность которой равна 

а. Определить работу, которую нужно произвести для того, чтобы выкачать 

жидкость из данного котла. 

 Решение.  

 

                     х 

                               R                            

                                            

                        

                                             H-x     H 

   dx 

                        

                                              x 

                      0                                   у 

 

                    Рис.38 

Разобьем  объем параболоида 

плоскостями, перпендикулярными 

оси вращения, т.е. оси Ох, на слои 

толщины dх . Вес слоя жидкости, 

расположенного на расстоянии х  от 

вершины, равен  agdxу2 , а работа 

по перемещению этого слоя на 

высоту хH  равна:  

 

dxxHagуdA 2 . 

 

 Следовательно, работа определится: 

 

dxхНуgaА
Н

)(2

0

. 

Парабола симметрична относительно оси Ох, значит ее уравнение имеет вид: 

рху 22 . Из условия, что pHR 22 , найдем 
H

R
p

2

2  и тогда уравнение 
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параболы будет иметь вид: х
H

R
у

2
2 . Подставляя его в уравнение работы А, 

получим: 

 

63

3

2

2 22

0

22

0

HgaRxxH

H

gaR
dxxHx

H

R
gaА

H
Н

. 

 

 Пример 44. Электрический заряд Е, сосредоточенный в начале координат, 

отталкивает заряд е из точки );( 0 а  в точку );( 0 в . Определить работу А силы 

отталкивания F.  

 Решение.  Дифференциал работы силы на перемещение dх  равен:   

 

dx
х

еЕ
FdxdA

2
. 

Отсюда 

ва
eE

x

dx
еЕА

в

а

11
 

2
. 

 

При в  
а

еЕ
А . 

 

Пример 45. Определить работу, необходимую для запуска ракеты весом Р с 

поверхности Земли вертикально вверх на высоту h. 

 

 Решение. Обозначим через F величину силы притяжения ракеты Землей. 

Пусть 
p

m – масса ракеты, 
з

m  – масса Земли. Согласно закону Ньютона (закон 

всемирного тяготения) 

2х

mm
F

зp
, 
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где х – расстояние от ракеты до центра Земли,  – гравитационная постоянная. 

Полагая  зmrm
p

= К, получим 
2

)(
х

К
xF , hRxR , R – радиус Земли. При 

Rх  сила )(RF будет весом ракеты Р, т.е. 
2

)(
R

К
РRF , отсюда 2RРК  и 

2

2

)(
х

RР
xF . Таким образом, дифференциал работы есть 

dx
х

RР
dxхFdA

2

2

)( . 

 

Тогда искомая работа равна: 

 

hR

PRh

x

dx
RPdxxFА

hR

R

hR

R
2

2   )(  . 

   

      Пример 46. Скорость движения точки дается формулой ttV 22  м/с. Найти 

путь, пройденный точкой за первые 10 сек. после начала движения. Чему равна 

средняя скорость за этот промежуток времени? 

 Решение. По формуле  (36) имеем: 

20)1(22
10

0

2
10

0

tdtttS ;    2
10

20

10
SV

ср
м/с. 

 

Задание 8. Решить самостоятельно следующие задачи. 

 

1. Скорость движения материальной точки определяется уравнением 

226 ttV  см/сек. Найти путь, пройденный точкой от начала движения до полной 

остановки. (Ответ: 9 см.). 
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2.  Скорость тела, брошенного вертикально вверх с начальной скоростью 
0

V , 

без учета сопротивления воздуха, определяется уравнением gtVV
0

, где  g – 

ускорение силы тяжести, t – протекшее время. На каком расстоянии от начального 

положения будет находиться тело через t секунд от момента бросания? (Ответ: 

2

2

0

gt
tV .) 

3. Вычислить силу давления на треугольник, погруженный вертикально в воду 

так, что основание, равное 12 см, лежит на поверхности воды, а высота равна 9 см. 

(Ответ: 1,59 Н.) 

4. Плотина имеет форму трапеции. Верхнее основание ее совпадает с 

поверхностью воды. Вычислить силу давления на плотину, если длина нижнего 

основания равна 25 м, а верхнего – 15 м, высота равна 8 м. (Ответ: 6800 Н.) 

5. Вычислить силу давления воды на вертикальную плотину, имеющую форму 

эллипса, большая ось которого равна 6 м, находится на поверхности воды; малая ось 

равна 4 м. (Ответ: 78.480 Н.) 

6. Найти силу давления воды на вертикальный параболический сегмент, 

основание которого 4 м и расположено на поверхности воды, а вершина находится 

на глубине 4 м. (Ответ: 167000 Дж.) 

7. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 0,06 м, если 

при действии силы 1 Н она растягивается на 0,01 м? (Ответ: 0,18 Дж.) 

8. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду из 

конического сосуда, обращенного вершиной вниз. Радиус основания сосуда равна 3 

м, а высота 8 м. (Ответ: 470000 Дж.) 

9. Вычислить силу давления Р жидкости на погруженную в нее вертикальную 

пластинку, имеющую форму треугольника АВС с основанием вАС  и высотой 

hВD , предполагая, что вершина В этого треугольника лежит на свободно  

поверхности жидкости, а основание АС параллельно ей (рис. 39). (Ответ: 
2

3
1

вh .) 

10. Для сжатия пружины на 4 см необходимо применить силу 78,4 Н. 

Вычислить работу, которую потребуется затратить для сжатия пружины на 2 см. 

(Ответ: 0,392 Дж.). 
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Рис. 39 

 

11. Вычислить силу давления Р жидкости на погруженную в нее 

вертикальную пластинку, имеющую форму треугольника АВС с основанием 

10АС  и высотой 3ВD , предполагая, что вершина В этого треугольника лежит 

на свободно  поверхности жидкости, а основание АС параллельно ей (рис. 39). 

(Ответ: 30 .) 

12. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 0,05 м, если 

при действии силы 1 Н она растягивается на 0,02 м? (Ответ: 0,25 Дж.) 

 

 

5. 2.  Статические моменты и моменты инерции 

 

5.2.1. Вычисление статических моментов и моментов инерции  

плоской дуги кривой 

 

 Пусть на плоскости хОу задана система материальных точек );( 111 yхА , 

);( 222 yхА , );( 333 yхА ,…, );( nnn yхА с массами соответственно 
1

m , 
2

m , 
3

m ,…, 
n

m . 

 Определение 4. Статическим моментом 
х

М  данной системы относительно 

оси Ох называется сумма произведений масс этих точек на их ординаты. 

n

r
rrх

ymМ
1

. 
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 Определение 5. Статическим моментом 
у

М данной системы относительно 

оси Оу называется сумма произведений масс этих точек на их абсциссы. 

 

n

r
rrу

хmМ
1

. 

 

 Определение 6. Моментами инерции 
х

I  и 
у

I системы относительно осей Ох и 

Оу называются суммы произведений масс точек на квадраты их расстояний от 

соответствующей оси.  

2

1
r

n

r
rх
ymI ,  2

1
r

n

r
rу
хmI . 

 

Статические моменты и моменты инерции дуги плоской кривой 

вычисляются по формулам: 

                                                   

l

х
уdlМ

0

,   
l

у
хdlМ

0

.                                           (37) 

 

                                                    

dlуI
l

х
0

2
,   dlхI

l

у
2

0

.                                          (38) 

 

где  dl  – дифференциал дуги кривой. 

В случае задания дуги: 

а) в декартовых координатах: )(xfу , то dxуdl 21  и  

 

                                   dxууМ
в

а
х

21 ;   dxухМ
в

а
у

21 .                         (39) 
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                                   dxууI
в

а
х

22 1 ;   dxухI
в

а
у

22 1 .                       (40) 

б) в параметрической форме: )(tхх , )(tуу , то dttytxdl 22 )()(  

 

                      dtуxtуМ
х

22)( ;      dtуxtхМ
у

22)( .               (41) 

 

                       dtуxtуI
х

222 )( ;      dtуxtхI
у

222 )( .              (42) 

 

в) в полярных координатах: )( , то ddl )()( 22
 и  

 

dsinМ
х

)()( 22
2

1

;                                              

                                                                                                                                           (43)     

dcosМ
y

)()( 22
2

1

                                    

.             

dsinI
x

)()( 2222
2

1

; 

                                                                                                                                           (44) 

dcosI
y

)()( 2222
2

1

. 

 

(Следует заметить, что формулы (43) и (44) получены из формул (39) и (40) 

соответственно, при помощи уравнения заданной кривой и уравнений перехода из 

декартовой  в полярную систему координат: cosх , sinу ). 
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5.2.2. Вычисление статических моментов и моментов инерции  

плоской фигуры 

  

Статические моменты и моменты инерции плоской фигуры вычисляются по 

формулам: 

 

                                              
в

а
х

уdSМ
2

1
,   

в

а
у

хdSМ .                                      (45) 

 

                                               dSуI
в

а
х

2

3

1
,   dSхI

в

а
у

2 ,                                         (46) 

 

где  dS  – дифференциал площади плоской фигуры.  

Аналогично, если фигура ограничена кривой, заданной:  

а) в декартовых координатах: )(xfу , прямыми ах , вх  и осью Ох, то 

уdхdS  и 

                                            dxуМ
в

а
х

2

2

1
;       хуdxМ

в

а
у

.                               (47) 

 

                                               
в

а
х

dxуI 3

3

1
;        уdххI

в

а
у

2 .                                   (48) 

 

б) в параметрической форме: )(tхх , )(tуу , то dttxtуdS )()(  и  

 

                             dttxtуМ
х

)()(
2

1 2
;        dttxtуtхМ

у
)()()( .               (49) 

 

                                  dttxtуI
х

)()(
3

1 3
;        dttxtуtхI

у
)()()(2 .                   (50) 
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в) в полярных координатах: )( , то ddS )(
2
1 2 , 

1
а , 

2
в  и  

 

                           dsinМ
х

2

1

3 )(
4

1
; 

2

1

3 )(
2

1
dcosМ

у
.                    (51) 

 

                             dsinI
х

2
2

1

4 )(
6

1
; dcosI

у
24

2

1

)(
2

1
.                    (52) 

 

 

5.3. Вычисление координат центра тяжести 

 

 

1. Центр тяжести );(
cс

yх дуги плоской кривой вычисляется по формулам: 

 

                                                       
l

М
х

у

с
;  

l

М
у х

с
.                                              (53) 

 

где 
х

М , 
у

М  – статические моменты плоской кривой относительно осей Ох и Оу  

соответственно, l  – длина дуги кривой. 

В случае задания кривой: 

а) в декартовых координатах:  

 

                    

dxxy

dxxyx

l

М
х

в

а

в

ау

с 2

2

)(1

)(1

;  

dxxy

dxxyу

l

М
у

в

а

в
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с 2

2

)(1

)(1

.   (54) 

 

б) в параметрической форме: 

 



 67 

            

dtytx

dtуtхtx

l

М
х

у

с
22

22

)(
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dttytx

dttytxtу

l

М
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.     (55) 

 

в) в полярных координатах:  

 

                     

d

dcos

х
с

222

1

222

1  ;  
2

1

22

2

1

22

d

dsin

у
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.             (56) 

 

2. Центр тяжести плоской фигуры вычисляется по формулам: 

 

                                                     
S

М
х

у

с
;   

S

М
у х

с
,                                               (57) 

 

где статические моменты 
х

М  и 
у

М  – статические моменты плоской фигуры 

относительно осей Ох и Оу соответственно, S  – площадь плоской фигуры.  

Если фигура ограничена кривой, заданной: 

а) в декартовых координатах: )(xfу , прямыми ах , вх  и осью Ох, то 

 

                                                

в

а

в

а
с

уdx

хуdx

х ; 
в

а

в

а
с

уdx

dxу

у

2

2

.                                              (58) 

 

б) в параметрической форме: )(tхх , )(tуу , то 
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dttxtу

dttxtуtх

х
с

)()(

)()()(

; 

dttxtу

dttxtу

у
с

)()(2

)()(2

.                                (59) 

 

в) в полярных координатах: )( , то  

 

                                 
2

1

2

2

1

3

)( 

)( 

d

dcos

х
с

; 
2

1

2

2

1

3

)( 2

)( 

d

dsin

у
с

.                      (60) 

 

 

Пример 47. Определить статические моменты, моменты инерции 

относительно осей Ох и Оу и координаты центра тяжести следующих кривых: 

 а) дуги полуокружности 222 ауx , 0у ;  

б) дуги астроиды tаcosх 3 , tаsinу 3 , лежащей в I четверти; 

в) дуги кардиоиды )1( cosа , от 0
1

 до 
2

. 

 

 Решение. а) Начертим полуокружность, расположенную в положительной 

полуплоскости (рис. 40). Из уравнения окружности выразим у: 
22 xау , но 

т.к. по условию 0у , то 
22 xау .  Таким образом, уравнение дуги кривой 

представили в декартовых координатах. Следовательно, по формулам (39) и (40) 

получим: 
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Рис. 40 
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Найдем у : 
22 ха

х
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Подставляя их в 
х
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у

М , 
х

I  и 
у

I , получим: 
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х
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2
0

20

2
2

1
 

2

21
 2

3
3

0

3

0

3 a
atsint adt

tсos
 a

π/2
π/2π/2

. 

 

dt
cost

tcostsin
 adx

ха

а
хI

π/2а

а
у

2

0

3

22

2 2  

 

3

0

32

0

3

22

21
22 adt

tcos
 atdtsin a
π/2π/2

.

 

 

 Таким образом, получили,  что ух II . Найдем координаты центра тяжести 

дуги полуокружности. Для этого сначала определим длину l по формуле    (24). 

 

аat
acost

acostdt
a

ха

dx
 adxyl

π/2π/2aа

а 00
22

0

2 2221 . 

 

Тогда по формуле (53) 

0
с

х ; 
а

а

а
у

с

22 2

. 

 

Итак, центр тяжести дуги полуокружности находится в С (
аа 2

;
2

). 

 

 б) Астроида изображена на рис. 16. Поскольку кривая задана в 

параметрической форме, то для определения 
х

М , 
у

М , 
х

I , 
у

I  и центра тяжести, 

будем пользоваться формулами (41), (42) и (55)  соответственно. 

Предварительно найдем: sinttacostх 23)( ; costtasintу 23)( , тогда 

 

ttcossinаttcossinayх 24242222 99  
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asintcosttcostsinttcossinа 39 22222 ;  

 

0 , 
2

. 

Следовательно, по формуле (41): 

 

)(333 4

0

24

0

23

0

sinttdsin atcostdtsin atasintcostdtаsinМ
π/2π/2π/2

х
 

 

5

3

5

3 2

0

5
2 a

tsin
a π/2

 

 

5

3 2а
ММ

ух
.  

По формуле (42): 

 

) ( 3 33 7

0

37

0

3

0

62 sinttdsinatcostdtsinatasintcostdtsinаII
π/2π/2π/2

yх
 

 

8

3
0

28

3

8

3 3
8

3

0

8
3 a

sinsin
a

tsin
a π/2

. 

Вычислим l по формуле (25): 

 

2

3
 

2

3
)( 33 

π/2

0

2
2

00

а
tsin

a
sintsintdatasintcostdl

π/2π/2
. 

 

Тогда по формуле (55): 

5

2

2

3
:

5

3 2 ааа
ух

сс
. 
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 в) Кардиоида изображена на рис. 18. Для вычисления 
х

М , 
у

М , 
х

I , 
y

I , 
с

х  и 

с
у  и будем пользоваться формулами (43), (44) и (56) соответственно. При 

изменении параметра  от 0 до  текущая точка (х;y) опишет верхнюю часть 

кривой. Предварительно преобразуем следующие выражения: аsin)( , 

тогда 

 

222222 )1( sinacosа  

 

2
21221 22 аcoscosasincoscosа . 

 

Следовательно,  по формуле (43): 

 

dsincos adcosasincosаМ 3/2
х

)1(212)1(
0

2
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5

16
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1
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4
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0
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2
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2
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2
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2
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t     sin
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2 23182118
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2
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5
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Ранее нами было найдено, что длина кардиоиды от 0
1

 до 2
2

 равна 8а (см. 

пример 34). Здесь длина будет равна 4а, как половина всей дуги. Тогда по формуле 

(56) получим: 

5

4
4:

5

16 2 а
а

a
ух

сс
. 

 

 Таким образом, центр тяжести дуги кардиоиды, расположенной над осью Ох, 

находится в точке С 
5

4
;

5

4 аа
. 

 

Далее определим 
х

I  и 
y

I по формуле (44).  

 

dcossinsin adacossincosаI
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333 3,5
315
104

16
9

4

7

12

5

13
116 ааа . 

 

Следовательно, 33,5 аI
y

. 

 

 Пример 48. Найти статические моменты, моменты инерции и координаты 

центра плоских фигур, ограниченными кривыми, рассмотренными в примере 47. 

 Решение.  а) Так как верхняя половина круга симметрична относительно оси 

Оу, то центр тяжести находится на этой оси, т.е. 0
с

х . Площадь полукруга 

2

2a
S . Вычислим 

х
М , полагая aaх  ;  и 222 хау . 

dxхаdxхаdxуМ
аа

а

в

а
х

)()(
2

1
 

2

1 22

0

222 3

0

3
2

3

2

3
а

х
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а

. 

 Следовательно, 
3

4

2
:

3

2 2
3 aa

ау
с

; центр тяжести круга находится в точке  

С(0;
3

4a
). 

 а пример смdxxadxxaxaI
a

a

a

a
x

47. 
3

1
 

3

1 3
222222  

 

8
4

8

1
2

2

3

62
21

 
3

2
 

3

2 4

0

42

0

4
4

0

4 а
tsintsint

а
dt

tcosа
tdtcos

а
π/2

π/2π/2
. 

 

tdttcossin
а

dxxaхdxxaхI
π/2aa

a
у

22

0

4
222

0

222 4 
2

 2  

 

8
2

4

1

242

41

2
2 

2

44

0

4
2

0

4 a
sin

a
dt

tcosa
tdtsin

а π/2π/2
. 

 



 75 

 б) Для определения 
х

М , 
у

М , 
х

I , 
у

I ,  
с

х  и 
с

у  будем пользоваться 

формулами (49), (50) и (59) соответственно. Так как данная фигура симметрична 

относительно прямой у = х, то ух ММ , ух II , сс ух . Известно, что 

площадь астроиды равна  
8

3 2а
(см. пример 20), тогда в нашем случае  

32

3 2а
S  

(как 1/4 часть всей площади астроиды). 
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 Таким образом, центр тяжести рассматриваемой фигуры находится в точке  

 

С (
315

256
 ;

315

256 аа
). Далее найдем 

x
I   и 

y
I . 
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a π/2 2242

0

4

22212221
64

3
 

 

4

)41(
2)21(4

2

41
221(

64

3 2
2

0

4 tcos
tcostsin

tcos
tсos 

а π/2
 

 

.0,2/

;0,0

;2/2

;2

8

)41(

2

1

3

u   t

u      t 

dutdtcos

ut    sin

dt
tcos

 

 

8

43431

4

4421

2

41
221

64

3 22

0

4 tcostcostcostcostcos
tсos 

а π/2
 

 

8

43 tcos
)( tsinttsint tsinttsint

а
8

8

1

2

1
4

2

1

4

1
4

4

1

2

1
2

64

3 4

 

 

2048

21

4

3

28

1

424

1

4264

3
)8

8

1
(

2

3
4

4

3

8

1 44

0

aa
tsinttsint

π/2

. 

 

 Таким образом,  

2048

21 4a
II

yx
. 

 

 в) 
х

М , 
у

М , 
х

I , 
у

I ,   
с

х  и 
с

у  фигуры, ограниченной кардиоидой 

)1( cosа , от 0
1

 до 
2

, будут определяться по формулам (51), (52) и 

(60) соответственно. Ранее, в примере 22, была вычислена площадь, ограниченная 
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данной кривой: 
2

3 2а
Sфиг . В нашем случае она равна 

4

3 2а
, как половина всей 

площади фигуры. 
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 Таким образом, а
аa

х
с

10
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3
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15 23
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 Далее найдем 
x

I  и 
у

I  по формулам (52). 
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 Итак, 
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7 4a
I
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dcoscosа I
у

244

0

1
2

1
)(  
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 Таким образом, 
32

49 4а
I

y
. 

 

 

Контрольные вопросы 

 

 1. Записать формулу вычисления давления жидкости; работы силы; 

кинетической энергии; силы, с которой электрические заряды отталкивают друг 

друга; пути, пройденного материальной точкой. 

 2. Что называется статическим моментом системы материальных точек 

относительно оси Ох. Записать формулу его вычисления. 

 3. Что называется статическим моментом системы материальных точек 

относительно оси Оу. 

 4. Что называется моментом инерции системы материальных точек 

относительно оси Ох. Записать формулу его вычисления. 



 80 

 5. Что называется моментом инерции системы материальных точек 

относительно оси Оу. Записать формулу его вычисления. 

 6. Записать формулы вычисления статического момента относительно оси Оу 

плоской фигуры, ограниченной кривой, заданной в: а) декартовых координатах; б) 

параметрической форме; в) полярных координатах. 

 7. Записать формулы вычисления  момента инерции относительно оси Ох 

плоской кривой, заданной в: а) декартовых координатах; б) параметрической форме; 

в) полярных координатах. 

 8. Записать формулы вычисления момента инерции относительно оси Оу 

плоской фигуры, ограниченной кривой,  заданной в: а) декартовых координатах; б) 

параметрической форме; в) полярных координатах. 

 9. Дать определение центра тяжести. 

 10. Записать формулы вычисления координат центра тяжести плоской кривой, 

заданной в: а) декартовых координатах; б) параметрической форме; в) полярных 

координатах. 

 11. Вывести формулы вычисления статических моментов объемных тел. И как 

тогда запишутся формулы координат центра тяжести объемных тел. 

 

3адание 9. Решить самостоятельно следующие задачи. 

 

1. Найти координаты центра тяжести четверти окружности 2522 ух . 

(Ответ: (
10

; 
10

).) 

2. Найти координаты центра тяжести полуокружности 1622 ух . 

 (Ответ: (0; 
8

).) 

3. Найти момент инерции относительно осей Ох и Оу треугольника, 

ограниченного линиями 0х , 0у  и 1
65

ух
. (Ответ: 

2

125
  ;90

ух
II .) 

4. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 

ограниченной параболой 24 хy  и осью Ох. (Ответ: (0; 1,6).) 
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5. Найти статические моменты относительно осей Ох и Оу дуги параболы 

хy 22  от 0х  до 2х  ( 0у ).  

(Ответ: )12(
16

1
5

8

9
  );155(

3

1
lnММ

ух
.) 

 

6. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 

ограниченной кривой  cosхy  и отрезком  оси Ох от 
2

х  до 
2

х . 

(Ответ: (0; 
8

).) 

7. Найти момент инерции трапеции АВСD относительно ее основания АD, 

если АD равно а, ВС = в, а высота равна h однородной плоской фигуры, 

ограниченной параболой и осью Ох. (Ответ: 3

12

3
h

ва
.) 

8. Однородной плоской фигуры, ограниченной первой арки циклоиды 

)(4 sinttx , )1(4 costy , ( 20 t ). (Ответ: (4 ; 
3

1
5 ).) 

9. Найти декартовы координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, 

ограниченной кривой 
3cos2 . (Ответ: (

20

21
; 0).) 

10. Найти момент инерции трапеции АВСD относительно ее основания АD, 

если АD равно 4 см, ВС = 3 см, а высота равна 2 cм однородной плоской фигуры, 

ограниченной параболой и осью Ох. (Ответ: 
3

2
8 .) 

11. Найти координаты центра тяжести плоской однородной фигуры, 

ограниченной параболой хху 22
 и прямой ху . (Ответ: (1,5; -0,6).)  

 

12. Найти статический момент относительно Оу плоской фигуры, 

ограниченной кривой 12ху  и осью Ох. (Ответ: 0.) 
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Раздел VI. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

6.1. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования 

от непрерывных функций 

 

В п.1.1 понятие определенного интеграла dxxf
в

а

)(  было дано для случая, 

когда пределы интегрирования а  и в  – числа конечные, а подынтегральная 

функция )(xf  – непрерывна на отрезке ва  ; . В этом разделе обобщим понятие 

определенного интеграла. 

Определение 7.  Определенный интеграл от непрерывной функции с  

бесконечным промежутком интегрирования называется несобственным интегралом 

I рода. 

 

 Пусть функция )(xfy   определена для всех аx   и интегрируема на 

любом отрезке Ва  ; . Тогда несобственный интеграл I рода dxxf
а

)(  от функции  

)(xfy  в пределах от а до  (рис. 41) будет определяться равенством: 

 

.,

,
)()(

расходится существует неили  

сходится сonstd
dxxflimdxxf

В

аВа

      (61) 

 

Аналогично определяются интегралы dxxf
в

)(  (рис.42), dxxf )(  (рис.43). 

 

  .,

,
)()(

расходится существует неили  

сходится сonstd
dxxflimdxxf

в
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в

      

(62) 

 

dxxfdxxfdxxf
с

с

)()()(  
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                                            dxxflimdxxflim
В

с

с

А
ВА

)()( ,                                (63) 

 

c . Интеграл (63) сходится, если оба предела существуют. (Вместо с 

можно взять любое конечное значение оси Ох).  

       

            у                                                                                                              у 

                                                                                                                       
                     )(xfу                                                                )(xfу  

                                      

 

 

                                                                                                                      

             0  а                          В      х                 А                     в      0      х              

                                                                                            

                          Рис. 41                                                               Рис. 42 

 

 

 Пример 49. Вычислить несобственные интегралы (или установить их 

сходимость): 

 

1) cosxdx
0

; 2) 
92

3

х

dx
; 3) 

222 хх

dx
; 4) sinxdxх

0

; 

 

5) 
)2()2( 2

0

xlnх

dx
; 6) 

432
5 xх

dx
; 7) 

12
2 хх

dx
. 

 

 

Решение. 1)     По формуле (61) получим:    

 

sinBlimsinsinBlimsinxlimcosxdxlimcosxdx
BB

B

B

B

B
0

000

    

  

Предел не существует. Следовательно, данный интеграл расходится. 
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2) 

3

2

3

2

3

33

1

99 AAAA

x
arctglim

х

dx
lim

х

dx
 

 

33

3

3

1 A
arctgarctglim

A 9263

1
 

Следовательно, интеграл сходится. 

 

 3) Пользуясь равенством (63) и выбирая 0с , т.к. в этой точке  

 

подынтегральная функция 
22

1
)(

2 хх
xf  непрерывна, будем иметь: 

 

1)1(222222 2

0

2
0

2

0

2 х

dx
lim

хх

dx

хх

dx

хх

dx

AA

 

 

B

А

В

xarctglimxarctglim
х

dx
lim

ВАВ 0

0

2
0

11
1)1(

 

 

22
11)1(1 arctgВarctglimАarctgarctglim

ВА

. 

 

Данный несобственный интеграл сходится.  

 

 4) По формуле (61) имеем: 

 

sinxdxхlimsinxdxх
В

В 00

. 

 

Применим правило интегрирования по частям, полагая  
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.    ;

;                ;

vcosx dvsinxdx

dudxux
, 

 

будем иметь: 

 

)(
0000

cosxdxcosxxlimsinxdxхlimsinxdxх
ВВВ

ВВ

 

 

sinВlimВсosВlimsinВВсosВlim
ВВВ

)( . 

 

Пределы не существуют, следовательно, несобственный интеграл расходится. 

 5) Прежде вычислим неопределенный интеграл от подынтегральной функции 

при помощи метода подстановки. 

 

C
tt

dt

dt
x

dx

txln

xlnх

dx 1

.
2

;)2(

)2()2( 22
. 

 

Подставим в формулу (62), тогда искомый интеграл будет равен: 

 

0

2

0

2

0

)2(

1

)2()2()2()2( AA xln
lim

xlnх

dx
lim

xlnх

dx

AA

 

 

2
1

0
2

11
2

1

)2(

1

2

1

lnlnlnlnАlnln
lim

A

. 

 

Следовательно, интеграл сходится. 
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 6)  Для удобства вычислим сначала неопределенный интеграл от данной 

подынтегральной функции. 

 

1

4

5

1

4

25

2

34
4

9

4

9

2

3
243 2

2
2 x

x
ln

х

dx

хх

dx

хх

dx
. 

 

Тогда по формуле (61) имеем: 

 

B
В

x

x
lnlim

хх

dx
lim

хх

dx

BB
5

2
5

2
5 1

4

5

1

4343
 

 

5

6

6

1
1

5

1

4

1

1

4

5

1

4

1

1

4

5
1 ln

lnlnln
B

B
lnlimln

B

B
lnlim

BB

. 

 

Следовательно, искомый интеграл сходится. 

 

 7) Вычислим для начала неопределенный интеграл: 

 

22

2

2
2

2

2 1
.

1
1

;;
1

1 tt

dtt

t

t
x

t

dt
dx       

t
х

хх

dx
 

С
х

arcsincarcsint
1

. 

 

Тогда искомый интеграл будет равен: 
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6

1

11 2
222

2

B

B

B

B
 

x
arcsinlim

хх

dx
lim

хх

dx
. 

 

 Следовательно, несобственный интеграл сходится. 

 

Контрольные вопросы 

 

1.  Дайте определение несобственного интеграла I рода. 

 2. Запишите формулу вычисления несобственного интеграла I рода с левым 

бесконечным пределом интегрирования. Приведите примеры. 

 3. Запишите формулу вычисления несобственного интеграла I рода с правым  

бесконечным пределом интегрирования. Приведите примеры. 

 4. Запишите формулу вычисления несобственного интеграла I рода, у  

которого оба предела интегрирования бесконечны. Приведите примеры. 

 5. Укажите геометрический смысл несобственного интеграла I рода. 

 6. Может ли при вращении бесконечно протяженной кривой вокруг какой – 

либо прямой образоваться тело конечного объема? Рассмотрите пример  

кривой хеу  ( х0 ), вращающееся вокруг оси Ох. 

 

Задание 10. Вычислить самостоятельно несобственные интегралы I рода  

(или установить их сходимость). 

 

1) 
42

0 х

dx
; 

 

(Ответ: 
4

 (сход.)) 

2) 
х

dxх

2

)3(1

;      

 

(Ответ: расход.) 

3) dxе х ; 

 

(Ответ: расход.) 

4) 
3 5

1 х

dx
; 

 

(Ответ: 1,5 (сход.)) 

5) 
3 2

2

4х

хdx
; 

 

(Ответ: расход.) 

6)
х

dxх

11

; 

(Ответ: (расход.)) 
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7) 
2х

arctgxdx

1/2

; 

(Ответ: (расход.) 

8) 
)( хх

dx

11

; 

(Ответ: (расход.)) 

9) dxех х32

0

; 

(Ответ: 1/3 (сход.)) 

 

 

10) 
32 1)(х

dx
; 

(Ответ: 2 (сход.)) 

11) sinxdxх
π/2

; 

(Ответ:  

не существует) 

12)
)1( 22

3 xx

dx
. 

(Ответ: 
6

32
 (сход.)) 

 

6.2 . Несобственные интегралы от неограниченных функций 

 

Определение 8. Определенный интеграл с конечным промежутком 

интегрирования от функции, имеющей бесконечный разрыв в промежутке 

интегрирования, называется несобственным интегралом II рода. 

 Пусть дан интеграл dxxf
в

а

)( . Если подынтегральная функция  )(xfy  

непрерывна при вxa  и имеет бесконечный разрыв в точке аx  (рис. 44), т.е. 

)(xflim
ax

, то по определению: 

,,

,
)()(

0 расходится существует неили  

сходится сonstd
dxxflimdxxf

в

а

в

а  

       (64) 

 

( 0 ). 

                        у                                                                   у                                                                                

                                                                                                       

 
                                  )(xfу                                                     )(xfу                                             

                                                                                         

 

 

                                                   

        А        0                   В     х                  а εа   0                     в      х                   

 

                         Рис. 43                                                           Рис.44 
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 Аналогично определяется интеграл от функции, имеющей бесконечный 

разрыв в точке  вx  (рис.45) ( 0 ). 

 

       
. ,   

 ,
)()(

0 расходитсясуществуетнеили

сходитсяconstд
dxxflimdxxf

в

а

в

а

     (65) 

                                                                                  

 Если функция )(xfy  непрерывна при  cxa  и вxс  и имеет 

бесконечный разрыв в точке сx  (рис.46), то 

 

                             )()()( dxxfdxxfdxxf
в

с

с

а

в

а

         

                                                                                                                          (66)                   

)0,(    , )()(
21

2

1

0
2

0
1

 dxxf limdxxflim
в

с

с

а

 

 

 Интеграл (66) сходится, если оба предела указанных в формуле существуют, и 

расходится, если хотя бы один из пределов не существует. 

                              

                        у                                                           

                                                                                              у 
                                 )(xfу                                                      )(xfу  

                                                                                      

            

 

                                                                                                                                                                          

            а           0               ε-в   в         х        а                      0  ε-с   с  εс       в      х                 

 

 

                             Рис.45                                                    Рис. 46 
 
            

     Контрольные вопросы 

 

 1. Дайте определение несобственного интеграла II рода. 



 90 

 2. Сформулируйте понятие несобственного интеграла от функции, разрывной 

на левом конце промежутка (а; в]- в точке аx . Приведите примеры. 

 3. Сформулируйте понятие несобственного интеграла от функции, разрывной 

на правом конце промежутка [а; в) – в точке вx . Приведите примеры. 

 4. Сформулируйте понятие несобственного интеграла от функции, имеющей     

бесконечный разрыв во внутренней точке сx  интервала (а; в).     Приведите 

примеры. 

 5. Укажите геометрический смысл несобственного интеграла II рода. 

 6. Может ли при вращении бесконечно протяженной кривой вокруг какой –     

либо прямой образоваться тело конечного объема? Рассмотрите пример     кривой 

хеу  ( х0 ), вращающееся вокруг оси Ох.   

 7. Какие из приведенных интегралов являются несобственными: 

 

    1) xdxх sin
0

;    2) dx
x 1

21

0

;     3) dx
х

х

16

3
2

5

4

;    4)  xdxх sin ; 

 

   5) dx
x

sinx

5

1

;      6) dx
x

х

1

3
3

0

1

;    7) 
3 2

3

2 1x

dx
;       8)  

322

3

1 хx

dx
? 

Пример  50. Вычислить несобственные интегралы II рода (или  

                                         установить их сходимость). 

 

1) 
2

5

2 2х

dx
 ;  2)  

2

1

0 1 х

dx
;  3)  

3 2

2

0 1х

dx
;  4) 

12

2

1 xx

dx
;  

5) dx
х

х

1

22

1

; 6)
х

dx3

1

;     7) 
652

5

1 хх

dx
 . 

 

Решение.  1) Подынтегральная функция  
22

1
)(

х
xf  непрерывна во всех 

точках полуинтервала (2; 5] и терпит разрыв при  2х . Пользуясь равенством (64), 

будем иметь: 
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0

1

3

11

3

1

2

1

22 0

5

2
02

5

202

5

2

lim
x

lim
х

dx
lim

х

dx
. 

 Следовательно, интеграл расходится. 

 

 2)  Подынтегральная функция  
21

1
)(

х

xf  непрерывна при 10 х  и 

имеет бесконечный разрыв в точке  верхнего предела интегрирования – в 1х . 

Поэтому,  в силу формулы (65) получим: 

 

1

0
2

1

002

1

0 011

arcsinxlim

х

dx
lim

х

dx
 

 

2
)1(0)1(

00
arcsinlimarcsinarcsinlim . 

 

Следовательно, интеграл сходится. 

 

 3) Подынтегральная функция терпит разрыв во внутренней точке отрезка  

[0; 2] – в точке  1х . Следовательно, по формулам (66), (64) и (65) получим: 

 

dxхlim
х

dx

х

dx

х

dx 2/31
111

11

001
3 2

2

1
3 2

1

0
3 2

2

0

 

 

2

2102

11

001

2

2102

13131 1/31/32/3 хlimхlimdxхlim  

 

633111231113
202

101

1/31/31/31/3 limlim . 
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 Следовательно, интеграл сходится. 

 

 4) Подынтегральная функция терпит разрыв в точке 1х .  

326

1

1

2

102

2

1 x
arcsinlim

хх

dx
. 

 

 Следовательно, исходный интеграл сходится. 

 

 5) Сначала вычислим неопределенный интеграл от подынтегральной функции.  

 

Сt
t

tdt
t

t

tdtdxtx

txtх
dx

х

х

3
22

1

2     1

1    1

1

2 32

2

2

 

 

Сx
x

1  
3

1
2

3

. 

 

Тогда искомый интеграл будет равен: 

2

1

3

0

2

10

2

1

1
3

1
2

1

2

1

2
x

x
limdx

х

х
limdx

х

х

 

3

4
11

3

11
12

3

12 3
3

0
lim   сходится. 

 6) Функция 
х

xf
1

)(   непрерывна во всех точках промежутка 3;1  , кроме 

точки 0х . Данный интеграл достаточно вычислить на каком – либо внутреннем 

отрезке исходного, содержащий точку  0х , например, на отрезке 01 ; . Тогда   
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010
00

0

10

0

10

0

1

lnlimlnlnlimxlnlim
x

dх
lim

x

dх
. 

 

 Следовательно, данный интеграл расходится. 

 7) Подынтегральная функция 
65

1
)(

2 хх
xf  терпит разрыв при  2х  и 

3х . Для сходимости несобственного интеграла dxxf
в

а

)(  необходимо конечное 

значение интеграла dxxf
ic

iс

)(
1

 для любых в аc с
ii

;,
1

. И тогда, рассматривая 

исходный интеграл 
652

5

1 хх

dx
 на отрезке ];[ 21 , будем иметь:  

 

3

41

2

3

65 0

2

1
02

2

1

lnlnlim
x

x
lnlim

хх

dx
. 

 

 Следовательно, интеграл расходится.  

 

Задание 11. Вычислить самостоятельно несобственные интегралы  

(или установить их сходимость). 

 

1) 
х

dx1

0

; 

(Ответ: 2 (сход.)) 

2) 
3

2

0 х

dx
;     

(Ответ: расход.)  

3) 
2

1

0 1 х

dx
; 

(Ответ: 
2

 (сход.)) 

 

4) 
4 2

3

2 4

3

х

хdx
; 

 

(Ответ: 4 1252  (сход.)) 

5) 
1

2

1 х

хdx
; 

 

(Ответ: 
3

2
8  (сход.)) 

 

6) 
3 2

1

1 х

dx
; 

 

(Ответ: 6 (сход.)) 
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7) 
3

6

2 )4( х

dx
; 

 

 

(Ответ: (расход.)) 

8) 
3 2

1

0 )1(

)1(

х

dxх
; 

 

(Ответ: 
4
1

5  (сход.)) 

9)
2

2

0 )1(x

dx
; 

 

 

(Ответ: расход.) 

 

10) 
3 222

0 )(

2

ax

xdxа

; 

 

(Ответ: 
5 6

3

5
а  (сход.)) 

11)
342

2

0 xx

dx
; 

 

 

(Ответ: расход.) 

12)
1

2

1 xx

dx
. 

 

(Ответ: 
2

 (сход.)) 

 

 

6.3. Геометрическое и физическое приложения несобственных интегралов 

 

 

 Пример 51. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой – локоном Аньези 

21

1
)(

х
xf  и ее асимптотой (рис. 47).  

 

 Решение. Функция 
21

1
)(

х
xf  непрерывна во всей числовой оси, причем 

0у  является ее асимптотой. Вычисление площади фигуры сводится к 

вычислению несобственного интеграла 
21 х

dx
 (геометрический смысл 

несобственного интеграла I рода).  

Таким образом, 

21 х

dx
фиг

S . 

 

В силу симметричности данной фигуры относительно оси Оу имеем: 
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                          у 

                        
2

1

1
)(

х

xf  

                   

 

 

 

 

                 -1        0           1                   х 

 

                         

Рис. 47 

 

  

2
0

2 1
2

1 х

dx

х

dx
фиг

S  

 

2
0 1

2
х

dx
lim

B

B

B

B
arctgxlim

0

2  

 

)0(2 arctgarctgВlim
B

0
2

2 . 

  

 Пример 52.  Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг 

оси Ох дуги кривой хеу  от  0х  до х . 

 

 Решение.  По формуле (27) искомая площадь поверхности равна:  

 

dtt

tхпри

tхпри

dtdxе

tе

dxее
х

х

хх

х
S

2
0

1

2

0

12

.0     

;1      0  

;     

;         

12  

 

 

2

1

0

2221

0

1211
2

1
212 lnttlnttdtt . 

 

 Пример 53.  Пусть бесконечная (в обе стороны) балка, лежащая на упругом 

основании, изгибается сосредоточенной силой Р. Если совместить ось Ох с 

первоначальным положением оси балки (до изгиба), а ось Оу провести через точку 

О приложения силы и направить вниз, то после изгиба ось балки будет иметь 

уравнение 

xsinxcose
k

Р
у

x

2
, 

 

где  и k  – некоторые постоянные. Вычислить потенциальную энергию упругой 

деформации по формуле 
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),(      2

0

consteEdxyEeW . 

 Решение. Найдем у : 

 

xsinxcosxsinxcosxsinxcos
k

Р
у 2

3

 

xcosxsinе
k

Р х
3

. 

Отсюда  

 

2

52

22

62
2

0
2

62

48

2

2

1
)21( 

k

EeР

k

EeР
dxxxcossine

k

EeР
W x  

 

 

Задание 12. Решите самостоятельно задачи на приложения  

несобственных интегралов. 

 

1. Вычислить площадь петли декартова листа 0333 ахуух  (рис. 48). 

(Ответ:  
2

3 2а
.) 

2. Найти объем тела, образованного вращением циссоиды 
ха

х
у

2

3
2  вокруг 

ее асимптоты ах 2  (рис. 49). (Ответ:  322 а .) 

3. Доказать, что площадь области, заключенной между кривой 
21

1

х

у , 

осью абсцисс, осью ординат и асимптотой 1х , конечна и равна 
2

. 

4. Доказать, что площадь области, заключенной между кривой 
3 2

1

х

у , осью 

абсцисс и прямыми 1х , конечна  и равна 6, а площадь области, заключенной 

между кривой 
2

1

х
у , осью абсцисс и прямыми 1х , бесконечна. 

5. Найти объемы тел, ограниченных поверхностями, полученными вращением  

линий хеу , 0х , 0у  ( х0 ): а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу. (Ответ: 

а) 2/ ; б) 2 .) 
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6. Найти площадь, заключенную между циссоидой 
ха

х
у

2

3
2  и ее 

асимптотой. (Ответ: 23 а .) 

7. Найти площадь, заключенную между кривой  хеу 2  (при 0х ) и осями 

координат. (Ответ: 2/1 .) 

8. Пусть в начале координат О находится масса m, которая притягивает 

материальную точку М, находящуюся на оси Ох на расстоянии х  от О и имеющую 

массу 1, с силой 
2х

m
F  (по закону Ньютона). Какую работу А произведет сила F 

при перемещении точки М вдоль оси Ох из положения, отвечающего rх , в 

бесконечность? (Ответ: rm / .) 

9. Какую работу надо затратить, чтобы тело массы m перенести в 

бесконечность с поверхности Земли? (Ответ:  m g R. Указание. Закон притяжения 

тела Землей определяется формулой 22 / rmgRf , где m – масса тела, r – 

расстояние тела до центра Земли, R – радиус Земли.) 

 

                                 

                                у       

 

 

 

 

 

                                 0                        х     

 

 

 

 

 

 

Рис. 48  
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                   0            2а                 х 

 

 

 

 

 

                                 

Рис. 49 

 

10. Определить работу, которую необходимо затратить, чтобы электрический 

заряд 1
2

е  приблизить к заряду 
1

е  из бесконечности на расстояние, равное 
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единице. (Ответ: 
1

е . Указание.  Электрические заряды взаимодействуют с силой 

2
21

/ rее , где 
1

е  и 
2

е  – величины зарядов, r – расстояние между ними.) 

11. Ветер производит равномерное   давление 5 Г/см
2
 на дверь, ширина   

которой 10 см и высота 3 см.   Найти момент  силы давления ветра, стремящейся 

повернуть дверь на петлях. (Ответ: 750 Гсм) 

12. Определить расход Q воды {количество воды, вытекающей в единицу 

времени) через водослив прямоугольного сечения. Высота водослива 9 м, ширина 0,1 

м. (Ответ: g2,06,0 .) 

 

 

Раздел VII. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ  

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

 

 Пусть требуется вычислить определенный интеграл dxxf
в

а

)( , где функция  

)(xf  непрерывна на отрезке ];[ в a .  

Если функция )(xf  задана аналитически и ее первообразная на этом отрезке 

может быть найдена в элементарных функциях, то для вычисления определенного 

интеграла dxxf
в

а

)(  используют формулу Ньютона – Лейбница. Если же функция 

задана аналитически, но ее первообразная не выражается в элементарных функциях 

или же подынтегральная функция )(xf  задана графически или с помощью таблицы, 

то значение определенного интеграла находят приближенно. Чаще всего применимы 

формулы прямоугольников, трапеций, парабол.  

 1. Формула прямоугольников. Пусть на отрезке ];[ в a  задана непрерывная 

функция )(xfу . Требуется вычислить определенный интеграл dxxf
в

а

)( . 

Выполним следующие операции:   
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 1) Разделим отрезок точками вxxxаx
n

...
210

 на n равных частей 

длины х : 
n

ав
х . 

 2) Обозначим через 
n

уууу ,..., , ,
210

 значения функции в точках 

n
хххх ,..., , ,

210
 соответственно, т.е.  

)(
00

xfу , )(
11

xfу , …, )(
nn

xfу . 

 3) Полагаем приближенно 

                                               
kk

kx

kх

xydxxf
1

1

)(  (k = 1, 2, …, n)                         (67) 

или 

                                                 
kk

kx

kх

xydxxf )(

1

 (k = 1, 2, …, n),                         (68) 

1kkk
хxx . Это означает, что площадь каждой полоски, на которые  

разбивается криволинейная трапеция аАВв, заменяется площадью прямоугольника с 

высотой 
1

  
kk

уу  и основанием 
k

x  (рис. 50). 

 4) Сложив приближенные равенства (67) и (70) для k = 1, 2, …, n, получим 

соответственно: 

                        
1210

1
1

...)(
nk

n

k
k

в

а

yyyy
n

ав
xуdxxf .                  (69) 

или 

                            
nk

n

k
k

в

а

yyyy
n

ав
xуdxxf ...)(

321
1

.                    (70) 

 

 Формулы (69) и (70) называются формулами прямоугольников. 

Если )(xf  существует и ограничена на отрезке ];[ в a , то для погрешности 

n
формулы (69) справедлива оценка 
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n

авM
xydxxf

kk

n

k

в

а
n 2

)(
)(

2

1

11
,                        (71) 

где  )(
;

1
xfmaxМ

вах

. 

 

                          у                                                                            В 
                                                                     хfу  

 

                    

 

                                        А 

                                        
                                         

0у    1у     2у              1ку   ку            
1nу    

nу  

 

                                       
0ха    1х     2х           1кх     кх          

1nх   вхn
           х 

 

Рис. 50 

 

 2. Формула трапеций. Если данную кривую )(xfу  заменить не 

ступенчатой линией, как это было показано в формуле прямоугольников, а 

вписанной ломаной (рис. 51), тогда криволинейной трапеции аАВв  заменится 

суммой площадей прямолинейных трапеций, ограниченных сверху хордами 

ВААААА n 1211  ..., ,  , .  

Так как площадь каждой из этих трапеций равна x
уу

кк

2

1 , где k = 1, 2, …, n,  то 

площадь всей фигуры приближенно равна 

 

х
yy

х
yy

х
yy

dxxf nn
в

а 2
...

22
)( 12110  

или 

                           
nn

в

а

yyyyy
n

ав
dxxf

1210
2...22)( .                  (72) 

 

 Формула (72) называется формулой трапеций. 
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                        у                                         хfу            В                                                                

                                                                                KA              

                                                                       
1kA                           

                                        
                                                 2A  

                                          1A  

                                          

                                   A  
                                   

0у    1у     2у                    1ку    ку        
nу  

 

                          0    
0ха     1х     2х                    1кх кх    вхn

          х 

 

Рис. 51 

 

Если )(xf  существует  и ограничена на отрезке ];[ в a , то погрешность 
n

 

формулы (72) оценивается неравенством: 

                              
2

3

21

1 12

)(

2
)(

n

авM
x

yy
dxxf

k

kk
n

k

в

а
n

,               (73) 

 

где  )(
;

2
xfmaxМ

вах

.  

 

 3. Формула Симпсона (формула парабол). Проделаем следующие операции: 

 1) Разобьем отрезок на 2n равных частей точками  

 

вxxxxаx
nn 222210

...
 

 

 2) Обозначим через 
nnn

уууууу
21222210

,,,..., , ,  соответствующие значения 

функции )(xfу в этих точках. 
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                              у                                                            хfу           

 

                                                                                               В 
                                                                  22кА   12кА    кА2  

 

                                 

 

                                     А 

 
                                       

0у     1у     2у          22ку  12ку     ку2  

 

                               0  ах0
   1х     2х            22кх   12кх  кх2   вx n2

       х 

 

 

Рис. 52 

 

 

 3) Рассмотрим двойной частичный отрезок ];[
222 kk

xx  и проведем дугу 

параболы через точки );(
2222 kk

уx , );(
1212 kk

уx , );(
22 kk

уx  (рис. 52). 

 4) Заменяем площадь каждой криволинейной полоски 
к

А
к

х
к

х
к

А
2

 ,
2

,
22

  ,
22

 

площадью соответствующей параболической полоски (полоски, ограниченной 

сверху дугой параболы). Тогда для приближенного вычисления площади всей 

криволинейной трапеции аАВв получим формулу: 

ккк

в

а

yyy
n

ав
dxxf

21222
4

6
)(  

 

            )...(2)...(4)(
6 2242123120 nnn

yyyyyyyy
n

ав
.        (74) 

 

 Формула (74) называется формулой Симпсона. 

Если )()4( xf  существует  и ограничена на отрезке в а; , то погрешность 

n
формулы (74) оценивается неравенством: 



 103 

               
4

5

4

212221 )2(180

)(
4

6
)(

n

авM
yyy

n

ав
dxxf

kkk

n

k

в

а
n

,      (75) 

 

где  )(
)4(

;
4

xfmaxМ
вах

. 

 

 Пример 54. Вычислить приближенно  
2

1
x

dx
 по формуле ( 10n ):  

а) прямоугольников; б) трапеций. 

 Решение.  а) Разобьем отрезок ];[ 21  на 10 равных частей точками 1
0

х ; 

1,1
1

х ; 2,1
2

х ; …; 2
10

х . Найдем значения функции 
х

у
1

 в этих точках (см. 

табл. 1). Получим 187,7
9

0
к

к

у . 

                                                                                                                       Таблица 1 

к
х  1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

к
у  1,000 0,909 0,833 0,769 0,714 0,667 0,625 0,588 0,556 0,526 

 

По формуле (69) найдем 

719,0187,7
10

122

1
x

dx
. 

Оценим допущенную при этом погрешность по формуле (71). Так как 
2

1
)(

х
xf , 

то 
2

1
)(

х
xf  монотонно убывает на отрезке ];[ 21 , поэтому 

1)1()(
2;1

1
fxfmaxМ

х

 и 05,0
20

1
10

. 

 Таким образом, 8070
2

1

,;,  
x

dx
. 
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 С другой стороны, по формуле Ньютона – Лейбница:   2
2

1

2

1

lnlnx
x

dx
. 

 Следовательно, получили приближенное значение ln2: 80702 ,;,  ln . 

 б) Значения функции в точках разбиения  известны (см. таблицу). В 

соответствии с формулой (72), подсчитываем  

 

5,1  ;3754,122
100

9

1

yyу
к

k

. 

И окончательно получаем: 

 

694,0)5,1375,12(
102

122

1
x

dx
. 

Оценим допущенную при этом погрешность по формуле (73). Функция 
3

2
)(

х
xf  

монотонно убывает на отрезке ];[ 21 , поэтому 

 

2)1()(
2;1

2
fxfmaxМ

х

,  002,0
600

1

1012

)12(2
2

3

10
. 

 

 Таким образом, по формуле трапеций  696069202
2

1

,;,  ln
x

dx
. 

 

Замечание 4. Сравнение оценок допускаемой погрешности в данной и 

предыдущей задачах показывает, что расчет по формуле трапеций дает большую 

степень точности по сравнению с расчетом по формуле прямоугольников (при 

одном и том же значении n =10). 

Пример 55. Вычислить приближенно  
21

0

хе  по формуле Симпсона с 

точностью до 0,0001. 
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 Решение. По условию задачи допускаемая погрешность не должна превышать 

0,0001, поэтому число делений 2n отрезка ];[ 10   в формуле (74) находится из 

неравенства (75) 

                                                          0001,0
)2(180

)(

4

5

4

n

авM
.                                         (76) 

В данном случае 1ав . Чтобы найти n, вычислим )()(

;

xfmaxМ
 х

4

10
4 , где 

2
)( хеxf : 

2
2)( хеxf ;  

22 )12(2)( хехxf ;  
23 )32(4)( хеххxf ; 

 

224)4( )3124(4)( хеххxf . 

 

Исследуя функцию 
224)4( )3124(4)( хеххxf  на экстремум и сравнивая ее 

значения на концах отрезка ];[ 10  , получим: 

 

2124
2

10544
,)( fхf min ;    1204 )(f ;   3671

4
,)(f . 

Тогда  

21242124
2

1054
,,f ;    120

4
)(f ;     

 

3673671
4

,,f . 

Значит,  

12)()( )4()4(

1;0
4

xfxfmaxМ
х

. 
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Теперь подставляя значения в – а и 
4

М  в неравенство (76), получаем 

 

0001,0
)2(180

12
4n

,  

отсюда 
3

1354n . Это  неравенство выполняется для всех  3n . Для простоты 

вычисления возьмем n = 5. 

 Делим отрезок ];[ 10   на 10 равных частей точками 0
0

х ; 1,0
1

х ; 2,0
2

х ; 

…; 1
10

х  и вычислим соответствующие значения функции 
2

)( хеxf . При этом, 

чтобы обеспечить требуемую условием точность ( 0,0001), вычисления 

производим с 5-ью знаками после запятой, округляя  окончательный результат до 4-

х знаков. Получим табл. 2: 

 

                                                                                                       Таблица 2 

i 
i

х  )(
ii

хfу  i 
i

х  )(
ii

хfу  

0 0 1,00000 6 0,6 0,69768 

1 0,1 0,99005 7 0,7 0,61263 

2 0,2 0,96079 8 0,8 0,52729 

3 0,3 0,91393 9 0,9 0,44486 

4 0,4 0,85214 10 1,0 0,36788 

5 0,5 0,77680    

 

36788,1 
100

yy ; 96108,1474027,34)(4
97531

yyyyy ; 

 

07580,603790,32)(2
8642

yyyy . 

 

Подставляя полученные значения в формулу (74), получаем: 

 

 

74680746820
56

961081407580636788121

0

,,
,,,

dxе х
. 
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Контрольные вопросы 

 

 1. С помощью каких формул можно вычислить определенный интеграл     

приближенно? 

 2. Записать формулу прямоугольников для приближенного вычисления    

определенного интеграла. Привести пример. 

 3. Записать формулу трапеций для приближенного вычисления определенного 

интеграла. Привести пример. 

 4. Записать формулу Симпсона для приближенного вычисления 

определенного интеграла. Привести пример. 

 5. В каком случае формула Симпсона дает достаточно точный результат? 

 

Задание 13. Вычислите приближенно определенный интеграл 

по указанной формуле. 

 

1. 
x

dx12

2

, 10n  по формуле трапеций; (Ответ: 1,792). 

 

2. dxх3
6,0

0

104 ,  6n  по формуле Симпсона; (Ответ: 1276). 

 

3. 
x

dx2

1

, 10n  по формуле трапеций; (Ответ: 0,694). 

 

4. dxх2
1

0

1 ,  10n  по формуле Симпсона; (Ответ: 0,782). 

 

5. 
3

6

1 1 х

dx
, 5n  по формуле трапеций; (Ответ: 1,12). 

 

6. dxх2
5

1

, 10n  по формуле прямоугольников; (Ответ: 41,28). 

 

 



 108 

Раздел VIII. КОНТРОЛЬНЫЕ   РАБОТЫ 

 

 Контрольная работа № 1 

 

Вычислить определенные интегралы 

 

1. а)  
2

4

1

)1(

х

dxх
 ; 2. а)  

х

dxхх
 

)32( 22

1

; 3. а) dу
у

у
6

3 24

1

1
; 

 

б) dxxхln )1(
3

2

; б) dx
t

t

1

12
6

51

0

; б) 
1

 
e

d2ln2

ln2

; 

 

в)  dsin
π/2

3

0

; в) dxех х/22
0

2

; в) cosxdxxcos5
2

0

; 

 

г)  dx
х

е1/х

2

2

1

. г) dxе
хех

1

0

. г) cosxdxе х
π/2

2

0

. 

 

4. а) dt
t

t
2

4

1

1
; 5. а) dxxxx 2/3 322

4

1

; 6. а) dххх 3
8

0

2 ; 

 

б) xdxsinxcos
π/

23
3

0

; б) 
t
tdtln

dtе
е

t
х

х

2

1

; б) dx
x

xsinх

1

2
2

23

3

; 

 

в) 
x

dxlnxе )1(

1

; в) 
хх

dх2

2
1

 ; 

 

в) 
cosх

dхπ/3

350

; 

г) dx
x

arcsinx1/2

10

. 

 

г) xdxarcsin
1/2

2

0

. г) lnydyу )1(
2

1

. 

 

7. а) 
1

2
2

3

2

6

2 x

dx
х ; 

 

8. а) 
20

0

3 1325 x

dx

x

dx /22
; 

 

9. а) 2
5

0

25( хх  

dx
х

 )
52

4
 

 

б) dx
хх

х

232

1

0

; б) 
3)2(

)2(29

3
2/3

2/3

х

dxх
 ; б) 

132

5

0 хх

dx
 ; 

 



 109 

в) dx
х

х

1

19

4

; 
в) 

1

4

0 х

dх
; 

в) 
2

0

2/1 1

)82(

хх

dxх
 ; 

 

г) dxхе х

1/2

2
0

. г) 

0

2sinxdxх . г) 
z

2/3

1/3 e

zdz
3

. 

 

10. а) dх
х

хх
 

10

55 232

1

32
; 11. а) dxхх 35

1

0

23 ; 

12. а) 

dхх
х

х )2( 6

3 2

43
8

1

 

б) dcos 
π/4

2

0

; б) dx
х

х
13

2
1

1

0

; б) 
siny

cosydyπ/

4

2

0

; 

 

в) 

4
 

6

21

0 у

dуу
; в) dx

хх

х

2

10

7 3

52
; 

 

в) 
tt

dt
 

9

16

0

; 

г) dx
x

xlnе

2

2

1

. г) lnxdxx
е2

1

. г) dx
xsin

xπ/3

π/4
2

. 

 

13. а) dххх  63 11

0

23 ; 14. а) dх
х

х

х
 

3 5

3 2

3

8

1

32
; 

15. а) 

dxх 
х

dх
 51

13

1

0
4

1

0

 

б) 
х

х

е

dxе

2

1

0 1

; 

 

б) ;
)(

)(
33 2

0

1 87287

167
 

хх

dхх
 б) 

x
dxxlnе

е

5 42

; 

в) 

11919

4

33 2

1

0 хx

xdx
 ; 

в) 
2

2

0 )1( tgx

xdxsec
 

π/4
; 

в) 
сosxsinx

dх
 

π/2

1
0

; 

г) dx
x

cosх
2

)2(
0

. г) xdxsinх 
π/8

42

0

. г) lnadаа2
2

1

. 

16. а) dх
х

х
 

6

3 28

1

2
; 17. а) 

2

9

1

23

х

dxхх
; 

 

18. а) 

dх
х

хх
 

3327

1

322
; 

б) 

4
4545

5

22

2

1 xx

хdx
; 

б) 
х

dx

х

dх
 

3436

1

0
2

3

0

; б) 
542

1

0 xx

dx
; 
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в) 
xlnх

dx 
 

е

2

4

1 1
; 

в) 

xlnх

dx 
 

е

21 4
; 

в) 
3

3
 

sinx

xdxcosπ/4

π/2

; 

г) lnuduu )23(
2

1

. г) dttarctg 

3/2

)32(
2

. г) sinxdxх
π/

)3(
2

0

. 

19. а) dх
х 

х 
7

4
2

3 2
3

1

0

; 
20. а) dх

х

х
 

2

4

1

1
; 

21. а)  

dх
х

хх
 

5
33 55 232

1

; 

б) 
43

2
2

3

1 x

хdx
; 

 

б) dxхехе
ln

12
5

0

; б) 
1

8

3 x

хdx
; 

в) 
1

 
25

4 х

dхх
; 

в) 
2

0

1

)82(
 

хх

dхх

1/2

; 

в) 

dxxsin х/3cos
π/2

)3/(3 )(

0

 

г) dxxхln )1( 2
1

0

. г) dxех х/3)2(
0

3

. г) dx
xcos

xπ/9

32
0

. 

 

22. а) dх
х

хх
 

3

562

1

35
; 23. а) dх

х

хх
 

3

39 28

1

37
; 

24. а) 

2
2(

x
cosxsin 

π/3

π/3

 

           ;)dxtgx  

 

б) 
x

sinlnxdx
 

е

1

; б) xdxsindxех/3 4
4/

0

3

0

; б) 
cosx
dxπ/

2

2

0

; 

в) ;

131
3 2)1(

4
 

7

0 хх

хdх
 

в) dx
x

arcsinx/23

/23 21

4/
; 

 

 

в) dх
х

хх
 

10

652

1

42
; 

г) dttarcsin
1/2

)1(
1

. г) dx
x

arctg
13

1

. г) dxxхln )1(
0

1

. 

25.а)

;4
45

9
2

1

0

5

1

dxхх
x

хdx

 

 

26. а) dх
х

хх
 

5

5 322

1

23
; 

27. а)  хctg 
π/6

π/18

312  

;
325

3

0 x

dx
 

б) dх
х

хх
 

5 3

232

1

53
; б) 

158

)17(

2

5

3 xx

dxх
; б) dх

х

хх
 

4

282

1

32
; 
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в) 
cosx

sinxdx
 

π/

2

2

0

; 
в) 

xsin

cosxdхπ/

2

2

0 1
 ; 

в) 

dcossin 
π/2

43

0

; 

г) 
x

dхxarcsin

2

)2/(
 

1

0

. 
г) dxхln )23(

2

1

. 
г) sinxdxх3

0

. 

28. а)  dх
х

хх
 

3 5

3 238

1

4
; 

 

29. а) dх
х

хх
 

5

5 25 332

1

52
; 30. а) 

3625 2

0

1 х

dх
  

xsin

dх
 

π/2

π/3
2

; 

б) 
33 2

8

1 1 хх

dх
 ;  

б) dxхх 92
1

0

)4( ; 
б) 

2
 

2

2

1 хх

хdх
; 

в) dxхх 43
1

0

54 ; в) 
22

)5(
2

2

1 хх

dхх
 ; в) sinxdxcos 

π
3

0

; 

 

г) dxхln )83(
6

3

. г) xdxtgх 
π/4

2

0

. 

 

г) dxxlnх )2(3 2
2

1

. 

 

Контрольная работа № 2 

 

Вычислить: а) площадь; б) объем тела вращения (вокруг указанной оси); в) 

моменты инерции, координаты центра тяжести плоской фигуры, ограниченной 

данными кривыми. 

1. а) ху 92 , ху 3 , (Оу);  

б) sinttх , соstу 1  и прямой 1у  ( 20 х ), 1у  (Ох);  

в) 22sin , (Ох); 

 

2. а) 322 хху , 13ху , (Ох); 

б) 12tх , ttу 3 , (Оу);  

в) соs3 , (Ох). 

 

3. а) 
2ху , ху 2 , ху , (Оу);  

б) 22 ttх , 322 ttу , (Ох);  

в) 42соs , (Ох). 

 

4. а) 3ху , ху 2 , ху , (Ох);  

б) )( tsintcostах , )( tcostsintау  ( 20 t ) и ах , 0у , (Оу);  
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в) 43соs , (Ох). 

 

5. а) 12ху , 3ух , (Ох);  

б) 23tх , 33 ttу  (петля), (Оу);  

в) 4соs , (Ох). 

 

6. а) 
х

у
6

, ху 7 , (Оу);  

б) costх 32 , sintу 23 , (Ох);  

в) cos1 , (Ох). 

 

7. а) 
3ху , ху 9 , (Ох);  

б) 12tу , ttу 33
 (петля), (Ох);  

в) )1(3 cos , (Ох). 

 

8. а) 1
2

1 2 хху , 63
2

1 2 хху , (Оу);  

б) Одной петлей кривой  tаsinх 2 , аsintу , (Ох);  

в) 22соs , (Ох). 

 

9. а) хху 22 , ху , (Ох);  

б) )22(2 tcoscostх , )22(2 tsinsintу , (Оу);  

в) 32sin  (трилистник), (Ох). 

 

10. а) 2)1(ху , ху 4 , 0у , (Оу);  

б) costх 2 , sintу 2 , (Ох);  

в) 1,  3 , 
4

, 
3

, (Ох). 

 

11. а) 13 2ху , 73ху , (Ох);  

б) costх 2 , sintу 6 , 3у , 3у  (Оу);  

в) 21 cos , (Ох). 

 

12. а) 122 ху , 01ух , (Оу);  

б) )( sinttх 4 , )( соstу 14 , прямой 4у , 0у , 80 x , (Ох);  

в) 32соs , (Ох). 
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13. а) 2
2

1 2 хху , 75
2

1 2 хху , (Ох);  

б) 22 ttх , 34 ttу  (петля), (Оу);  

в) 48соs , (Ох). 

 

14. а) 122 ху , 1ху  (Оу);  

б) tcosх 36 , tsinу 36 , 20 t   (Оу);  

в) 25sin , (Ох). 

 

15. а) sinху , 20 х , (Ох);  

б) 
3

2t
х ,  

93

3tt
у  (петля), (Оу);  

в) 3аsin , (Ох). 

 

16. а) 2ху , 2ху , (Оу);  

б) tcosх 38 , tsinу 38 ,  1х , 1х ,  (Ох);  

в) 22 соs , (Ох). 

 

17. а) 23ху , 4ху , (Ох);  

б) )(4 tsintcostх , )(4 tcostsintу  (Оу);  

в) )( sin13 , (Ох). 

 

18. а) 2

4

1
ху , 3ху , (Ох);   

б) tsincostх 22 , tsinsintу 22  (Оу);  

в) 4
2

1
соs , (Ох). 

 

19. а) 23
3

1 2 хху , 42
3

2 2 хху , (Оу);  

б) )(5 sinttх , )1(5 costу , (Ох);  

в) 32соs , (Ох). 

 

20. а) 2

2

1
ху , 83ху , (Оу);  

б) )(7 sinttх , )1(7 costу , (Ох);  

в) 22 sin , (Ох). 
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21. а) 2

3

1
ху , 123ху , (Ох);  

б) 3

3

1
tх , 2tу , (Оу);  

в) )1(8 соs  0 , (Ох). 

 

22. а) 362 2 хху , 52 хху , (Оу);  

б) tх 2 , 2tу  (Ох);  

в) 32соs ,  1, 1, (Ох). 

  

23. а) 24ху , 22ху , (Ох);  

б) tх 2 , 3

3

1
tу  (Оу);  

в) sin2 , 
3

0 , (Ох). 

 

24. а) 2

4

1
ху , 2

2

1
ху , (Ох);  

б) соstх 9 , sintу 5 , расположенной в I четверти, (Ох);  

в) 
4

2соs , 
24

, (Ох). 

 

25. а) 153 2 хху , 122 хху , (Оу);  

б) tх 4 , 23 tу  (Ох);  

в) 21 соs , 
6

0 , (Ох). 

 

26. а) 24ху , 62ху , (Ох);  

б) 26 tх , tу 2  (Оу);  

в) 2соs  
22

. 

 

27. а) 05ху , 0у , 1х , 5х , (Оу);  

б) )(2 sinttх , )1(2 costу  (Ох);  

в) соs2 ,  (Ох). 
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28. а) 162 2 хху , 12 хху , (Ох);  

б) )(2 sinttх , )1(2 costу  (Оу);  

в) 2 , 0 , (Ох). 

 

29. а) 22 хху , 0у , (Ох);  

б) )(2 sinttх , )1(2 costу  (вокруг прямой, параллельной оси Оу и  

проходящей через вершину данной кривой);  

в) 6sin . 

 

30. а) 132 хху , 522 хху , (Оу);  

б) )(2 sinttх , )1(2 costу  (вокруг прямой, параллельной оси Ох и 

проходящей через вершину данной кривой);  

в) одним лепестком розы 2соs , (
4

3

4
),  (Ох). 

 

Контрольная работа № 3 

Вычислить: а) длину; б) площадь поверхности вращения (вокруг указанной 

оси); в) моменты инерции, координаты центра тяжести плоской дуги кривой, 

заданной уравнением: 

1. хху
3

1
, 120 х , (Ох). 2. lnsinху , 

23
, (Ох). 

3.  lncosxу 1 , 
6

0 , (Ох). 

5.

 
аху 42

, ах 30 , (Ох). 

4. sin2 , 
2

0  . 

6. costех t
, sintеу t

,  10 t , 

(Оу). 

7. соs2 , 
12

0 . 8. lnxу , 1
4

3
, (Ох). 

9. соs1 , 
2

0 . 
10. 

2tх , 
3

3t
tу  (петля)(Ох).  

11. 23tх , 33 ttу  (петля), (Оу). 12. )1(2 соs , 
2

0 . 

13. lncosxу ,

 3
0 х . 

14. )( tcoscostх 22 , 
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15.  
3

3асоs , 
2

0 . 

17. 
3

3аsin . 

19. 422 ух  ( 0у ) между точками с 

абсциссами 1х  и 1х , (Ох). 

tsinsintу 22 , 
2

0 t  , (Ох). 

16. )( tsintcostх 4 , 

)( tcostsintу 4 , 20 t  (Оу). 

18. )( cos12 , 
2

 , 

(Оу). 

20. sinxу 2 , 20 x , (Ох). 

21. tх 4 , 
23 tх , (Оу). 22. 

/125е5 , 
212

, (Ох). 

23. costsintх 43 , costsintх 34 , 

(Оу). 

25.  1 от точки (2;1/2) до точки (1/2; 2). 

24. 29 tх , tу 2  , (Ох). 

26. sinху , 20 х , (Оу). 

27. )( sin16 , 0
2

, (Ох). 28. 3  
4

3
0 , (Ох).  

29. tcostsinttх 222 )( , 

tsintcosttу 22 2 )( , 
3

0 t (Ох). 

30. е2 , 
2

0 . 

 

Контрольная работа № 4 

 

Вычислить несобственные интегралы (или исследовать на сходимость). 

 

 

1. а) 
32

32x

xdx
; 

 

б) 
152

0

xx

dx
; 

  

 в) 
3 2

5

1 2 х

dx
. 

 

2. а) 
1062 хх

dx
; б)  

1

1

х

хdx
;    в) 

1

2

1
x
dx

. 

 

3. а) 
х

dx

1

; б) 
1

2

x
dx

;   в) 
3 2

4

0 3 )( x

dx
; 
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4. а) 
222 хх

dx
; б) 

1342

0

xx

dx
;   в) 

3 2

5

0 4 х

dx
. 

 

5. а) dxхех
32

0

; б) ;
3

1

х
хdx

   в)  
12

3

0
х
dx

. 

 

6. а) 
30 1 х

dx
; б) ;

62

2

хх

dx
   в) 

3 2

6

2 4 х

dx
. 

 

7. а) 
2

2 1хх

dx
; 

 

б) ;
2

0

х

хdx
   в) dx

х
х

2
22

0

. 

8. а) 
)1(1 хх

dx
; б) 

1062 хх

dx
   в) 

7 2

4

1 2 х

dx
. 

 

9. а) 
2

0 41

2

x

xdxarctg
; б) ;

142

0

хх

dx
   в) 

5

6

3 )3()3( xlnх

dx
. 

 

10. а) 
13 2 хх

dx
; б) ;

252

0

х

dx
   в) 

7 4

3

1 2 х

хdx
. 

 

11. а) 
2

1 )1( х

dxх
; б) 

хх

dx
2

0
   в) 

6

)6(37

0
х

dxxln
. 

 

12. а) 
245 хх

dx
; б) ;

)2( 2

1

х

хdx
   в) 

xlnx

dx/е

2

1

0

. 

 

13. а) 
532 2 хх

dx
; б) ;

222

0

хх

dx
   в) 

3 2

21

1

)23(

х

dxх
.  

 

14. а) 
21 1 хх

dx
; б) 

1

2

х

хdx
;   в)

 
3 5

1

1

)1(

х

dxх
. 

 

15. а) 
xlnх

dx

е
3

2
; б) 

53 2х

dx
;   в) 

2

3

0 9 х

хdx
. 
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16. а) 

916 2х

dx
; б) 

5

1

х

хdx
;   в) 

2

7

0 49 х

dx
. 

 

17. а) 

425 2х

dx
; б) 

162

0

х

dx
;   в) 

2

3

0 9 х

dx
. 

 

18. а) 
3

1 хх

dx
; б) 

362

0

хх

dx
;   в) 

2

1

1 x

dx
. 

 

19. а) 
)1(2

1 хх

dx
; б) 

12

2

х
dx

;   в) 
42

4

2 x

dx
. 

 

20. а) 

942 хх

dx
; б) 

3

1

32х

хdx
;   в) 

3 2

10

2 62х

dx
. 

 

21. а) 
320

1 x

arctgxdx
; б) 

х

dx

9

3
;   в) 

2

4

0 3)(x

dx
. 

 

 

22. а) 

14 2х

dx
; б) 

2

2

16 х

dx
;   в) 

2

3

0 9 х

хdx
. 

 

23. а) 
43 2х

dx
; б) 

13

0

х

хdx
;   в) 

42

3

0 х

dx
. 

 

24. а)

 725 2х

dx
; б) 

12

0

х

dx
;   в) 

2

1

0 1 х

dx
. 

 

25. а) 
12

2 х

хdx
; б) 

342

2

хх

dx
;   в) 

652

4

52 хх

dx

,

; 

 

26. а) 
хlnx
dx

2

; б) 
42

1

х

dx
;   в) 

3 2

6

2 )4( х

dx
. 

 

27. а) 
153 2 хх

dx
; б) 

2

1

х

dx
;   в) 

3 2

1

0 12х

хdx
. 

 



 119 

28. а) 
21 4 х

dx
; б) 

813 2

0

х

dx
;   в) 

342

2

0 хх

dx
. 

 

29. а) 

567 2 хх

dx
; б) 

162

0

х

dx
;   в) 

452

3

0 хх

dx
. 

 

30. а) 
хlnlnx

dx

е2
; б) 

222

0

хх

dx
;   в) 

3

7

1 7 х

dx
. 

 

Контрольная работа № 5 

 

1. Найти величину давления воды на прямоугольник, вертикально 

погруженный в воду так, что основание его равно 8 м, высота 12 м, верхнее   

основание   параллельно   свободной   поверхности   воды и находится 

на глубине 5 м. (Ответ: 1056 т.) 

2. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать воду из 

полусферического сосуда, диаметр которого равен 20 м. (Ответ: 6105,2 кгм.).  

3. Тело движется прямолинейно по закону 3сtх , где х  – длина пути, 

проходимого за время t, constс . Сопротивление среды пропорционально 

квадрату скорости, причем коэффициент пропорциональности равен k. Найти работу,   

производимую  сопротивлением   при   передвижении   тела  от  точки 0х  до 

точки ах . (Ответ: 
3 72

7

27
aсk .) 

4. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать жидкость 

плотностью  из резервуара, имеющего форму обращенного вершиной книзу 

конуса, высота которого Н, а радиус основания R. (Ответ: 
12

22НR
.) 

5. Деревянный поплавок цилиндрической формы, площадь основания 

которого 34000cм S , а высота см Н 50 , плавает на поверхности воды. Какую 

работу нужно затратить,  чтобы вытащить поплавок на поверхность? 

Удельный  вес  дерева 8,0 . (Ответ: кгм
SН

32
2

22

.) 

6. Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, имеющую форму 

равнобочной трапеции, верхнее основание которой  4,6а м, нижнее  2,4в м, а 

высота  3h м. (Ответ: 22,2 т.) 

 7. Скорость тела, брошенного вертикально вверх с начальной 

скоростью
0

v  с учетом сопротивления воздуха, дается формулой: 

c

v
arctgt

c

g
tgcv 0 , 
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где t – протекшее время, g – ускорение силы тяжести и с – постоянная. Найти 

высоту поднятия тела. (Ответ: 
2

2

0
22

1
2 c

v
ln

g

Нс
.) 

 8. Точка оси Ох совершает гармонические колебания вокруг начала 

координат, причем скорость ее дается формулой: 

 
tcosvv

0
, 

 

где t – время и   v ,
0

 – постоянные. Найти закон колебаний точки, если при t = 0 

она имела абсциссу x = 0. Чему равно среднее значение абсолютной величины 

скорости точки за период колебаний? (Ответ: tsin
v

х 0 , 
0

2
vv

cp
.)  

 9. Скорость движения точки секм tev t /01,0 . Найти путь, 

пройденный точкой от начала движения до полной остановки. (Ответ: 10 км.) 

 10. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать масло 

через верхнее отверстие из цистерны, имеющей форму цилиндра с горизонтальной 

осью, если удельный вес масла , длина цистерны H и радиус основания R. 

(Ответ: НRА 3 .) 

11. Прямоугольный сосуд наполнен водой и маслом в равных по объему 

частях, причем масло вдвое легче воды. Показать, что сила давления смеси на 

боковую стенку уменьшится на 1/5, если воду заменить маслом.  

12. Определить силу давления воды на вертикальный прямоугольный шлюз 

с основанием 18 м и высотой 6 м. (Ответ: 324.) 

13. Вычислить силу давления воды на треугольник, высота которого равна 

h см, а основание b см, если он погружен в воду таким образом, что основание 

его лежит на поверхности воды, а высота направлена вертикально вниз. 

(Ответ: 
6

2bН
.) 

14. Вычислить силу давления жидкости на вертикальный эллипс с осями 

2а и 2в, центр которого погружен в жидкость на уровень h ( вh ). Плотность 

жидкости d. (Ответ: авdh .) 

15. Вычислить силу давления воды на вертикальную плотину, имеющую 

форму трапеции, верхнее основание которой имеет 70 м   в длину, нижнее 50 

м, а высота 20 м. (Ответ: 
3

1
11333 .) 

16. Вычислить силу давления жидкости на боковые стенки кругового 

цилиндра, высота которого равна h см, а радиус основания r см. Плотность 

жидкости равна  и жидкость полностью заполняет цилиндр. (Ответ: 

2rh .) 
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17. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать 

воду из резервуара, имеющего форму конуса, обращенного вершиной вниз. 

Высота конуса Н, радиус R. (Ответ: 22НR .) 

18*. Какую работу надо затратить, чтобы тело массы т поднять с 

поверхности Земли, радиус которой R, на высоту h? Чему равна эта работа, 

если тело должно быть удалено на бесконечность? (Ответ: 

mgRA  
Rh

mgh
А ;

/1
.) 

19. Шар лежит на дне бассейна глубиной Н. Вычислить работу, которую 

необходимо затратить, чтобы извлечь шар из воды, если его радиус равен R, а 

его плотность . (Ответ: 
3

])1([4 3 HRR
.) 

20. Два электрических заряда СGCEе 100
0

 и СGCEе 200
1

 находятся 

на оси Ох соответственно в точках 0
0

х  и 1
1

х  см. Какая работа будет 

произведена, если второй заряд переместится в точку  10
2

х  см? (Ответ: 

4108,1  эрг.) 

21. Скорость распада радия в каждый момент времени пропорциональна его 

наличному количеству. Найти закон распада радия, если в начальный момент 

t = 0 имелось 
0

Q  граммов радия, а через время   Т = 1600 лет его количество 

уменьшится в два раза. (Ответ: t/16002
0

.) 

22*.Вычислить кинетическую энергию диска массы М и радиуса R, 

вращающегося с угловой скоростью  около оси, проходящей через центр диска 

перпендикулярно к его плоскости. (Ответ: 
4

22МR
.) 

23. Вычислить кинетическую энергию прямого круглого конуса массы М, 

вращающегося с угловой скоростью  около своей оси, если радиус основания 

конуса R, а высота H. (Ответ: 
20

3 22МR
К .) 

24. Вычислить кинетическую энергию шара массы т и радиуса R, 

вращающегося с угловой скоростью  около оси, проходящей через его центр. 

(Ответ: 
5

22mR
.) 

25*. Какую работу надо затратить, чтобы остановить железный шар 

радиуса R =2 M, вращающийся с угловой скоростью миноб /1000  вокруг 

своего диаметра? (Удельный вес железа  = 7,8 Г/см
3
.) (Ответ: 

Гмк 
МR

К /103,2
5

8
22

. Указание. Количество необходимой работы 

равно запасу кинетической энергии.) 
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26. Найти давление бензина, находящегося в цилиндрическом баке высотой 

4h  м и радиусом 2r  м (плотность бензина 3/900 мкг ), на стенки бака на 

каждом метре глубины. (Ответ: кН Р 64,17
1

, кН Р 56,70
2

, 

кН Р 76,158
3

, кН Р 24,282
4

.) 

27. Вычислить сопротивление при прохождении тока с одного основания 

усеченного конуса к другому, если радиусы оснований равны а и в, а высота  

усеченного конуса равна Н. (Ответ: 
ав

RН
.) 

28. Куб погружен в воду так, что его верхнее основание находится на 

поверхности воды. Определить работу, необходимую для извлечения куба из 

воды, если его ребро равно а, а удельный вес  )1( . (Ответ: 
2

14а .) 

 29. Верхний   край  шлюза,  имеющего форму квадрата со стороной, равной   

8 м,   лежит   на   поверхности    воды.   Определить   величину   давления на каждую   

из частей   шлюза,   образуемую делением квадрата одной из его диагоналей.  

(Ответ:  85 333,33 кг,   170 666,67 кг). 

30. Найти количество тепла, выделяемое переменным синусоидальным 

током  

t
T

sinII
2

0
 

в течение периода Т в проводнике с сопротивлением R. (Ответ: 2
0

12,0 RTI .) 

 

 

Контрольная работа № 6 

 

Вычислить приближенно определенный интеграл dxxf
в

а

)(  по указанной формуле 

и числу n разбиения отрезка [а; в]. 

1. dxх
9

1

,  4n  по формуле 

Симпсона; 

 

2. 
х

dx
1

1

0

, 8n  по формуле трапеций; 

 

3. хsinxdx
2

0

, 6n  по формуле 

прямоугольников; 

4. dxcosх3
0

,  6n  по формуле 

Симпсона; 

 

5. 
3

1

0 1 х

dx
, 12n  по формуле 6. dx

x
sinxπ/2

0

,  10n  по формуле 
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трапеций; 

 

Симпсона; 

 

7. dxxsin
π/2

2

0
4
1

1 , 6n  по формуле 

трапеций; 

8. 
)1(

1

0 xln
xdx

, 6n   по формуле 

Симпсона; 

9. 
х

dx9

3

, 6n   по формуле трапеций; 

 

10. 
х

dx2

1

,  10n  по формуле 

прямоугольников; 

 

11. dxх3
1

0

1 ,  10n  по формуле 

Симпсона; 

 

12. 
х

dx2

1

,  10n  по формуле 

трапеций; 

 

13. dxх4
1

0

1 ,  10n  по формуле 

Симпсона; 

 

14. 
x

соsxdxπ/2

0

,  3n  по формуле 

трапеций; 

 

15. хdx
1

0

,  10n  по формуле 

прямоугольников; 

 

16. 
lnx
dx5

2

, 6n   по формуле 

Симпсона; 

 

17. dxх
4

0

,  10n  по формуле 

трапеций; 

 

18. dxсоsх
π/2

0

,  10n  по формуле 

Симпсона; 

 

19. sinxdx
π/2

0

,  3n  по формуле 

трапеций; 

 

20. dxxsin
π/2

2

0

1,01 , 6n  по 

формуле Симпсона; 

 

21. dxхх 5,35)1,0(
1,1

1,0

, 10n   по 

формуле трапеций; 

 

22. 
x

sinxdxπ/3

0

,  10n  по формуле 

Симпсона; 

 

23. dxхх 35)2,0(
2,1

2,0

,  3n  по 

формуле трапеций; 

 

24. dxxln )72(
1

3

,  10n  по 

формуле Симпсона; 

 

25. dxх3
10

0

, 10n   по формуле 

трапеций; 

26. 
2

2

0 1 x

dx
, 6n   по формуле 

Симпсона; 
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27. dxхх 5,25)3,0(
3,1

3,0

,  10n  по 

формуле трапеций; 

 

28. dxxln )32(
3

1

,  8n  по формуле 

Симпсона; 

 

29. dxх3
6

2

109 , 8n   по формуле 

трапеций; 

 

30. dxxln )92(
9

5

,  8n  по формуле 

Симпсона; 

 

 

Раздел IX. Дополнительные задачи 

 

 1. Вычислить интеграл dxх2
5

0

25 , опираясь на его геометрический 

смысл. 

 2. Исходя из геометрического смысла интеграла, показать, что:  

 

 а) 03
2

0

xdxsin ; б) 03
2

0

xdxcos ; в) 
2

9
9 2

3

3

dxх . 

 3. Показать, что функция Дирихле  
ьноеиррационалх  

оерациональнx  
xf

,0

,1
)(  

неинтегрируемая на отрезке [0; 1]. 

 4. Найти производные следующих функций: а) lntdtxF
x

1

)( ; б) 

t
dt

xF
x

2/х

2

)( ; в) arcsinzdzx
sint

с2
, dz

z
sinz

у
t

n

2
. 

 5. Можно ли в следующих интегралах применять указанные подстановки:  

 

а) dxх5 2
2

2

, 2/5хt ; б) dxх2
1

0

1 , sectх ? 

 6. В чем ошибка при вычислении интеграла  
cosx

dx
25

2

0

? 

 

 Решение. Применив подстановку 
2

x
tgt , получим:  

 

0

1

1
25)1(

2
25

2

2
2

0

0

2

0

t

t
t

dt
cosx

dx
. 
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Интеграл от всюду положительной функции равен нулю, что противоречит 

свойству 7 определенного интеграла.  

 7. Найти среднее значение  функции: а) 3)( хxf  на отрезке [0; 1]; б) 

среднюю длину всех вертикальных хорд гиперболы 1
2

2

2

2

в

у

а

х
 на отрезке [а; 2а]; 

в) среднюю ординату синусоиды sinxу  на отрезке [0; ];. (Указание. Средним 

значением функции на отрезке [а; в] называется число  

 

dxxf 
ав

в

а

)(
1

.) 

 

8. Сечение желоба имеет форму параболического сегмента. Основание его а, 

глубина h. Определить среднюю глубину желоба. 

9. Тело, падающее на землю из состояния покоя, пройдя вертикальный отрезок 

1
ss , приобретает скорость 

11
2gsv . Показать, что на этом пути средняя 

скорость 
ср

v  равна 
3

2
1

v
. 

 10. Можно ли при вычислении интеграла dxх2
1

0

1 , применяя 

подстановку sintх , в качестве новых пределов интегрирования взять числа  и 

2
? 

 11. Доказать равенство dxxfxfdxxf
аа

а

)()()(
0

 для любой 

непрерывной функции )(xf . 

 12. Преобразовать определенный интеграл  cosxdxxf )(
2

0

 с помощью 

подстановки sinxt . 

 

 13. Дана функция  

.322

,210

,101

)(

2 xпри   x

xпри            

xпри        x

xf  
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 Проверить непосредственно, что функция dttfxF
x

)()(
0

 кусочно-непрерывна в 

промежутке [0; 3] и что ее производная в каждой внутренней точке этого 

промежутка существует и равна  )(xf . 

 14. Касательная к графику функции )(xfу  в точке с абсциссой аx  

составляет с осью абсцисс угол 
3

 и в точке с абсциссой вx  угол 
4

. 

Вычислить dxxf
в

а

)( , если )(xf  – непрерывная функция. 

 15. Показать, что функция интегрируема на отрезке [0; 1]. 

 

.1       1

,00

,10
1

)(

xпри   

xпри            

xпри      
x

xlnx

xf  

 16. Дан интеграл 
xcos

dx
2

0 1
. Убедиться, что функции  

 

xcos

cosx
arccosхF

21
1

2

2

1
)(   и  

22

1
)(

2

tgx
arctgxF  

 

являются первообразными для подынтегральной функции. Можно ли 

воспользоваться обеими первообразными для вычисления интеграла по формуле 

Ньютона – Лейбница? Если нет, то указать, какой можно.  

 

 17. Исследовать функцию )(xF , заданную определенным интегралом 

dttxF
х 4

0

1)( , применив теорему: производная от интеграла с переменным 

верхним пределом интегрирования равна значению функции в точке верхнего 

предела, т.е. )()( xfdttf
x

а

 [9]. 

 18. Доказать, что объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу фигуры 

вxа , )(0 хуу , где )(xу  – однозначная непрерывная  функция, равен: 

dxxxyV
в

а

)(2 . 

 19. Доказать, что объем тела, полученного вращением вокруг полярной оси 

фигуры 
21

0 , 0  равен:  
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dsinV )(
3

2 32

1

. 

 

 20. Найти отношение площади, ограниченной петлей кривой 

хху 3/1 , к площади круга, длина окружности которого равна длине 

контура этой кривой. 

 21. В гидравлике существует формула Базена, выражающая скорость v 

течения воды в широком прямоугольном канале в зависимости от глубины h 

рассматриваемой точки под свободной поверхностью, 
2

0
/20 HhHLvv , где 

0
v  – скорость на свободной поверхности, Н – глубина канала, L – уклон. 

Определить среднюю скорость 
m

v  течения в поперечном сечении канала. 

 22. Найти осевую составляющую Р кг полного давления пара на сферическое   

дно   котла.   Диаметр   цилиндрической   части   котла D мм,  давление пара в котле  

 

Р 2/смкг . (Ответ: 
400

2РD
Р .) 

23. Призматический брус подвешен вертикально, и к нижнему его концу 

приложена растягивающая сила Р. Вычислить удлинение бруса под действием силы 

его веса и силы Р, если дано, что длина бруса в нерастянутом  состоянии равна l 

площадь   поперечного сечения F, вес бруса Q и модуль упругости материала Е. 

(Ответ: 
EF

lPQ
l

2

)2(
.) 

 24. Определить время, в течение которого жидкость выльется из призма- 

тического сосуда, наполненного до высоты Н.  Площадь поперечного сечения 

сосуда F, площадь отверстия f, скорость истечения определяется по формуле 

ghv 2  где  — коэффициент вязкости, g— ускорение силы тяжести, h —

расстояние от отверстия до уровня жидкости.  (Ответ: 
g

H

f

F

gHf

FH
t

2

2

2
.) 

 25. Определить расход Q воды {количество воды, вытекающей в единицу 

времени) через водослив прямоугольного сечения. Высота водослива h, ширина в 

(Ответ: ghвhQ 2
3

2
.) 

 26. Определить расход воды Q, вытекающей из бокового 

прямоугольного отверстия     высотой     а     и     шириной в, если высота свободной   

поверхности   воды   над   нижней   стороной  отверстия   равна Н (Ответ: 

23)(2
3

2 /3/2 аННgвQ .) 



 128 

 27. Ракетный снаряд поднимается вертикально   вверх.   Считая, что при 

постоянной  силе тяги   ускорение  ракеты   за счет уменьшения ее веса растет 

по закону )0( bta  
bta

A
j , найти скорость ракеты в любой момент времени 

t если начальная скорость ее равна нулю. Найти также высоту, достигнутую 

ракетой к моменту времени  
1
tt .  

(Ответ: 
bta

a
ln

b

A
v , 

1
112 bta

a
lnbtabt

b

A
h .) 

 28. Найти массу стержня длины 100l  см, если линейная плотность   

стержня   на   расстоянии х  см от  одного из его концов равна: 

см гх /001,02 2 .  (Ответ:  г
3

1
533 .) 

 29. Согласно эмпирическим данным удельная теплоемкость воды при 

температуре t°С ( о1000 t ) равна: 

 

275 10912,610184,59983,0 ttс . 

Какое количество тепла нужно затратить, чтобы 1 г воды нагреть от температуры 

0°С до температуры  100°С? (Ответ: кал 8,99 .) 

 30. Ветер производит равномерное   давление рГ/см
2
 на дверь, ширина   

которой b см и высота h см.   Найти момент  силы давления ветра, стремящейся 

повернуть дверь на петлях. (Ответ: Гсм 
phb

М
2

2

.) 

 

 

 

Раздел X. ПРИЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА  

К ЗАДАЧАМ С СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫМ СОДЕРЖАНИЕМ 

 

 В данном разделе приведен перечень задач с сельскохозяйственным 

содержанием, как одна из областей приложения понятия определенного интеграла, 

что еще раз доказывает широкие возможности применения данного понятия в 

окружающей действительности.  

 

1. Один колхоз решил посадить картофель на площади, ограниченной кривой 
ху 2 , прямыми 0х , 2х  и осью Ох. Другой предложил ему сократить эту 
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площадь кривой хху 22  и посадить на оставшейся части капусту. Определить 

площадь, выделенную под картофель (х, у – в км). (Ответ: 300 га) 

  

 2. Для группы скота на зиму надо заготовить определенное количество 

центнеров корма, из которых часть составляют грубые корма, часть – картофель, 

часть – концентраты. Чему равна масса заготовленного грубого корма, занимаемого 

площадь, ограниченной кривой 12ху  и прямой 3ух , (х, у – в км), если с 1 

га в среднем собирают 1 т грубого корма? (Ответ: 450 т) 

 

3. Чему равна общая площадь, занятая под ячмень, рожь и пшеницу в 

отдельности, если известно, что их участки культур расположены один за другим 

соответственно и ограничены кривыми: cosху , sinху ,  0х , х  и 0у   

(х, у – в км)? (Ответ: 240 га) 

 

4. На окучивании картофеля тракторный окучник обработал площадь, 

ограниченной кривыми: 2)4(ху  и 216 ху  (х, у – в км). Какую площадь 

обработали конные окучники, если известно, что она составляет 3/4 площади, 

обработанной тракторным? (Ответ: 4270трактS га; 32конS  га) 

 

 5. На 1 га земли требуется 60 т навоза и 120 кг минеральных удобрений. 

Сколько удобрений надо внести на участок, если он ограничен линиями: 

327 ух , 75 ух , 0у  (х, у – в км)? (Ответ: 5828 т – навоза; 11,66 т – 

минеральных удобрений) 

 

6. Какую площадь, ограниченной кривой 
22322 252 ухух ,  (х, у – в км) 

может вспахать трактор за 5 дней? (Ответ: 25га) 

 

7. Какую площадь, ограниченной кривой 
22222 3200 ухух  (х, у – в м) 

может скосить тракторная косилка? (Ответ: 1600 
2м ) 

 

8. Определить площадь, занятую под рожь, ограниченной кривой 

2
10

8 sin , 20  (  – в км) . (Ответ: 320 тыс. га) 

 

9. Три трактора вспахали площадь земли (в га ), ограниченной кривой 32 ху  

и прямой 1х . Сколько гектаров вспахал каждый, если 2/3 земли, вспаханной 

первым трактором, равны 1/2 земли, вспаханной вторым, или 2/3 земли, вспаханной 

третьим трактором? (Ответ: 12031 SS га; 1602S га) 
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10. Колхоз засеял пшеницей участок площадью, ограниченной кривой  2ху  

и прямой 2ху  (х, у – в км), что составило 40% всей занимаемой площади под 

пшеницу, овес и донник, а оставшуюся часть площади распределил для посева овса 

и донника в отношении 6:4. Найти площадь, занятую каждой из культур. (Ответ: 

450пшенS га; 405овесS га; 270донS га) 

 

11. Какова масса продукта, заполняющего объем, полученного вращением 

вокруг оси Ох кривой, ограниченной линиями: 
22 хху , 0у  (х, у – в м), если 

известно, что 1
3м  весит 0,4 т? (Ответ: 134 т) 

 

12. Сколько потребуется рейсов пятитонного грузовика для перевозки груза, 

заполняющего объем, полученного вращением вокруг оси Ох кривой, ограниченной 

линиями: 
уех , 0у , 1у  (х, у – в м), если известно, что масса 1

3м  равна 

400 кг? (Ответ: 2 рейса) 

 

13. Высота кучи зерна, имеющего коническую форму, равна 2,5 м, а длина 

окружности ее основания – 20 м. Масса 1
3м зерна равна 750 кг. Какова масса зерна 

в куче? (Ответ: 20 т) 

 

14. Найти площадь, обрабатываемой силосоуборочным комбайном, если она 

ограничена кривой sintcostх 512 , sinttу 12cos5  (х, у – в м). (Ответ: 

530,66 
2м ) 

 

15. Известно, что две бригады имеют общую площадь пахоты земли (в га), 

ограниченной кривой 
)/( 6

2

cos
 от 

6
 до 

3
 (  – в км). Сколько 

земли относится к каждой  бригаде, если к первой относится 2/3 всей площади? 

(Ответ: 3791S га; 1892S га) 

 

16. Два трактора различной мощности вспахали вместе площадь целины, 

ограниченной кривой 22 cos , (  – в км). Найти эту площадь. (Ответ: 400 

га) 

 

17. Бригада трактористов пахала ежедневно по участку залежных земель, 

ограниченный кривой )( sinttх 3 , )( costу 13 , 20 t . Найти площадь, 

вспаханную бригадой за 3 дня. (Ответ: 25434 га) 

 

18. Совхоз засел рожью 2 участка земли. Площадь первого составляет 2/5 

площади второго, которая ограничена кривой tсоsх 34 , tsinу 34  (х, у – в км). 

Найти площадь каждого участка. (Ответ: 18841S га; 67532 ,S га) 
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19. Машинно–тракторный агрегат МТЗ – 82 + «Простор» обработал 2/3 часть 

всей площади, ограниченной кривыми: ху2 , ух2  (х, у – в км) за 2 ч 12 мин. 

Через сколько часов он закончит уборку оставшейся площади при прежней 

скорости? (Ответ: через 1ч 25 мин) 

 

20. Для посева ячменя совхоз выделил участок, ограниченный кривой 
2х/еу , прямыми 0х , 2х , 0у  (х, у – в км), что составило 35% всей 

площади посева зерновых. Оставшаяся посевная площадь была распределена для 

посева пшеницы, овса и ржи в отношении 6:4:3. Сколько гектаров было выделено 

совхозом для посева пшеницы, овса и ржи? (Ответ: 56277,пшенS га; 

04185,овесS га; 78138,рожьS га) 

 

21. Две бригады обработали вместе участок земли, ограниченной линиями: 
2ху , 2ух  (х, у – в км). Площадь первой бригады составляет 80% всей 

площади. Сколько гектаров земли обработала каждая бригада? Найти координаты 

центра тяжести этого участка. (Ответ: 3601S га; 902S га; 

),;,();( 6150  у х сс ) 

 

22. Колхозник конной косилкой скосил участок, ограниченный кривыми: 
3ху , 0у , 2х  (х, у – в км). Сколько гектаров скосил колхозник? (Ответ: 400 

га) 

23. Силосная яма имеет форму усеченного конуса, полученного вращением 

вокруг оси Оу фигуры, ограниченной прямыми: 62ху , 0у , 0х , 2у  (х, 

у – в км). Сколько коров можно прокормить заготовленным в яме силосом в течение 

3
2

6  месяца при ежесуточном расходе на одну корову 40 кг силоса, если 1 
3м  силоса 

весит 0,5 т ? (Ответ: 5 коров) 

 

24. Самолет сельскохозяйственной авиации при опылении посевов 

поднимается в воздух со скоростью ttv 6100 2  км/ч. Определить, какое 

расстояние он пролетит за первые 10 мин от начала полета? (Ответ: 
324

77
 км) 

25. Движение шара в лототроне описывается уравнением 2  от 0
1

 до 

4

3
2  (  – в м). Определить, какой путь проходит при этом шар? (Ответ: 1,9375 

м) 

26. Какова длина цветочной клумбы, имеющей форму астроида: tcosх 34 , 

tsinу 34  (х, у – в м) (рис. 16)? (Ответ: 9,42 м) 
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27. На свиноферме требуется установить резервуар для воды с прямоугольным 

дном 3,6 4,5 м емкостью, полученной вращением вокруг оси Ох плоской фигуры, 

ограниченной линиями: 4ху , 1х , 4х , 0у  (х, у – в м). Определить  высоту 

резервуара. (Ответ: 2,3 м) 

 

28. Две картофельные участки имеют форму прямоугольника, площадь 

каждого из них численно равна площади фигуры, ограниченной кривой 

450cos  (  – в м). Вычислить периметры данных участков, если отношения 

их сторон соответственно равны 1:2 и 1:5. (Ответ: 65311 ,Р м; 4314002 ,Р м) 

 

29. В прошлом году  колхоз заготовил для коров столько тонн силоса, сколько 

тонн вмещается в яму объемом, полученный вращением вокруг оси Ох фигуры, 

ограниченной линиями: ху 82 ,  5х , причем на 1 
3м  м силоса приходится 260 т 

силоса. В этом году заготовлено в 1,5 раза силоса больше, чем в прошлом. Сколько 

тонн силоса заготовлено для коров в этом году? (Ответ: 1222460 т) 

 

30. Сколько самосвалов грузоподъемностью по 2,5 т каждый потребуется для 

перевозки на животноводческую ферму свеклы из ямы объемом, полученный 

вращением вокруг оси Оу кривой 422 ух , прямыми 2у  и  2у , если на 

1
3м м приходится 500 кг свеклы? (Ответ: 9 самосвалов) 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

Приложение 1 

Таблица  основных  интегралов 

Простая функция Сложная функция 

1. Cxdx ;  Ctdt ;         1. Cudu ;      Cvdv . 

2. Сdх0 . 2. Сdu0 . 

3. C
n

n
x

dx
n

х
1

1

,            Rn , 1n .     3. C
n

n
u

dx
n

u
1

1

.     

3а) C

3/2
x

dxх
3

2
. 3а) C

3/2
u

duu
3

2
. 

3б) Cх
х

dx
2 . 3б) Cu

u

du
2 . 

3в) C
n

xn
n

х

dx

1
)1(

1
,               1n . 3в) C

n
un

n
u

du

1
)1(

1
. 

3г) C

n

m

n

m

x
dx

n m
х

1

1

,              1
n

m
. 3г) C

n

m

n

m

u
du

n m
u

1

1

. 

4. Cваxln
авах

dx 1
. 4. Cваuln

аваu

du 1
. 

4а) Cxln
х

dx
. 4а) Culn

u

du
. 

5. C
х

еdx
х

е . 5. C
u

еdu
u

е . 

6. C
lna

х
а

dx
х

а , constа а а ,1,0 .   6. C
lnа

u
а

du
u

а .   

7. Ccosxsinxdx .                        7. Ccosusinudu .                        

8. Csinxcosxdx . 8. Csinucosudu . 

9. Ccosxlntgxdx . 9. Ccosulntgudu . 

10. Csinxlnctgxdx . 10. Csinulnctgudu . 

11. Ctgx

xcos

dx

2
.                              11. Ctgu

ucos

du

2
.                              

12. Cctgx

xsin

dx

2
. 12. Cctgu

usin

du

2
. 
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13 . C
x

x
ln

х

dx

1

1

2

1

1
2

.    13 . C
u

u
ln

u

du

1

1

2

1

1
2

.    

14. 
Carcctgх

Carctgх

х

dx

1
2

. 14. 
Carcctgu

Carctgu

u

du

1
2

. 

15. 
Carccosх

Carcsinх

x

dx

2
1

. 15. 
Carccosu

Carcsinu

u

du

2
1

 

16. Cxxln

х

dx
1

2

1
2

.                                     16. Cuuln

u

du
1

2

1
2

 

17 . C
ax

ax
ln

аах

dx

2

1

22
, 

                       .constа     

17. C
au

au
ln

ааu

du

2

1

22
,     

                                                        

18. 

C
a

x
arcctg

а

C
a

x
arctg

а

ах

dx

1

1

22
. 18 . 

C
a

u
arcctg

а

C
a

u
arctg

а

аu

du

1

1

22
                           

19. 

C
a

x
arccos

C
a

x
arcsin

xa

dx

22
. 19. 

C
a

u
arccos

C
a

u
arcsin

ua

du

22
. 

20. Cmxxln

mх

dx 2

2
,  

                        .constm  

20. Cтuuln

тu

du 2

2
. 

 

 

 



Приложение 2 

Обзорная таблица методов интегрирования 

 
№ 

п/п 

Вид интеграла Способ вычисления интеграла 

1 dxxf )(  – табличный. Метод непосредственного интегрирования (при помощи табличных интегралов). 

2 dxxf )(  – не табличный. 

 

 

Метод подстановки или замены переменной:  

 

dttxfdxxf )()()(
.
 

 

Правило 1: 
Cxfln

dtdxxf

txf
dx

xf

xf
)(

)(

)(

)(

)(

. 

 

Правило 2: 
C

n
xfndtdxxf

txf
dx

n
xf

xf

1
)()1(

1

)(

)(

)(

)(

, 
1n ,

 
Rn . 

 

Правило 3: C
n

n
xf

dtdxxf

txf
dxxf

n
xf

1

1
)(

)(

)(
)()(

, 
1n ,

 
Rn . 

 

Правило 4: C
lna

xf
а

dtdxxf

txf
dxxf

xf
а

)(

)(

)(
)(

)(

, 
0а , 1а ,

 

(в частности, еа ).  

Правило 5: 
Cxf

dtdxxf

txf
dx

xf

xf
)(2

)(

)(

)(

)(

.
 

3 dxxf )(  – не табличный, где Метод интегрирования по частям:  

 

duvvudvudxxf )(
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а) I тип: 
xxn a  e  ctgx

 tgx  cosx  sinx
xPxf

,,

,,,
)()( ; 

б) II тип: 
xlog  lnx arcctgx

arctgx  arccosx  arcsinx
xPxf

a
n ,,

,,,
)()( , 

где
01

1

1
...)( аxаxаxаxP n

n

n

nn
– многочл. n-й 

степ.; 

в) III тип: соsxe   sinxe xf xx ,)( ;  

г) IV тип:  )(),()( lnxсоs lnxsin xf . 

 

а) подстановка: uxP
n

)( , все остальное – за dv . 

 

б) подстановка: dvdxxP
n

)( , все остальное – за u . 

 

 

 

 

в) подстановка: uхе , все остальное – за dv  (дважды интегрируется по частям).  

 

г) приводят к III типу при помощи подстановки: tlnx  tех  , dtеdх t . 

4 Интегрирование простейшей иррациональности: 

dxxxxR r/sp/qm/n ),...,,( . 
Подстановка: tx , где  – общий знам.-ль несократимых дробей 

n
m ,

q

р
,…, 

s
r . 

5 Интегрирование линейной иррациональности:  

dxваxваxваxR r/sp/qm/n ))(,...,)(,)((  
Подстановка: tваx , где  – общий знам. несократ. дробей 

n
m , 

q

р
, …, 

s
r . 

6 Интегрирование дробно-линейной иррациональности: 

dx
dсх

ваx

dсх

ваx

dсх

ваx
R

r/sp/qm/n

,...,, . 

Подстановка: t
dсх

ваx
, где  – общий знам. несократ. дробей 

n
m , 

q

р
, …, 

s
r . 

7 Интегрирование простейших дробей: 

1) dx
ах

А
;                            2) dx

ах

А

n)(
;   

3) dx
свхаx

NМx

2
;              4) dx

свхаx

NМx

n)( 2
. 

1) CaxAlndx
ах

А
; 2) C

ахn

A
dx

ах

А

nn 1)()1()(
, 1n ; 

3) см. правило 1 п. 2;  

4) рекуррентная формула: 

1222122222 )()22(

32

)()22()( nnn mt

dt

nm

n

mtnm

t

mt

dt
. 

8 Интегрирование дифференциального бинома: 

 

dxвxaх
pnm )( . 

а) если р  – натуральное, то раскрыть скобку по биному Ньютона; 

б) если р – целое, 0р , то tх , где  – общий знаменатель m  и n ; 

в) если 
n

т 1
– целое, то tвха n , где  – общий знаменатель р ; 
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г) если р
т

n

1
– целое, то tвха n , где  – общий знаменат. р .  

9  

а) dxcosnxsinmx ; 

 

б) dxnx sinmx sin ; 

 

в) dxcosnxсоsmx . 

Преобразовать произведения синусов и косинусов в виде суммы по формулам: 

а) xnmsinxnmsincosnхsinmx )()(
2

1
; 

б) xnmcosxnmcosnх sinsinmx )()(
2

1
; 

в) xnmсоsxnmсоscosnхсоsmx )()(
2

1
. 

10  

dxxcosxsin nm
, где n m,  – целые; 

 

 

 

а) если 0m  – нечетное, то tcosx ;  

б) если 0n  – нечетное, то tsinx ; 

в) если m  и n  – четные и 0m , то tсtgx ;  

г) если m  и n  – четные и 0n , то ttgx ; 

д) если m  и n  – четные и 0m , 0n , то преобразовать с помощью формул:  

2/)212 ( xcosxsin ;    2/)212 ( xcosxсоs . 

11  

dxcosxsinxR ),( .  Универсальная подстановка: t
x

tg
2

, 
21

2

t

dt
dx ;  

21

2

t

t
sinx ; 

2

2

1

1

t

t
соsx .  

12 а) dxtgxR )( ; 

б) dxсtgxR )( . 
а) ttgх , 21/ tdtdх ; 

б) tсtgх , 21/ tdtdх .  

13 
а) dxxа хR ),( 22

; б) dxxа хR ),( 22
; 

в) dxах хR ),( 22
. 

а) sintах ,   costdtаdх          (или соstах ,         sintdtаdх ); 

б) tgtах ,    

tcos

аdt
dx

2
               (или  сtgtах ,         

tsin

аdt
 dx

2
); 

в) 
cost

а
х ,      

cost

tgtdtа
dx             (или  

sint

а
х ,             

sint

сtgtdtа
dx ). 
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